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Prólogo 


La teoría de conjuntos se encuentra en los fundamentos de la matemática, que, explícita o implí- 
citamente, en todas sus ramas, utiliza conceptos de la citada teoría, tales como los de función y 
relación. 


Este texto, que no es un tratado riguroso. axiomático, de la teoría de conjuntos, se divide en tres 
partes, de tal manera que, sin perturbar la exposición lógica de los conceptos, resulta tanto más útil 
como texto o como libro de consulta, a distintos niveles. La Parte 1 contiene una introducción a las ope- 
raciones elementales con conjuntos y un estudio detallado de los conceptos de función y de relación. 
La Parte 11 desarrolla la teoría de los números cardinales y de los ordinales, a la manera clásica de Cantor; 
trata también de los conjuntos parcialmente ordenados y del axioma de elección y sus equivalentes, 
incluyendo el lema de Zorn. La Parte III abarca temas que, por'lo común, se presentan asociados a la 
teoría elemental de conjuntos. я 


Naturalmente, la exposición peculiar de ciertos temas acusa la influencia de las preferencias del 
autor; así, por ejemplo, introduce las funciones antes que las relaciones y no las define al principio 
como conjuntos de pares ordenados. Cada capítulo comienza con enunciados claros de oportunas de- , 
finiciones, principios y teoremas, junto con material aclaratorio y descriptivo; a esto sigue una rela- 
ción de problemas de creciente dificultad, unos resueltos y otros solo enunciados. Los primeros ilus- 
tran y amplían la teoría, poniendo de relieve aquellos detalles sin los cuales el estudiante se siente cons- 
tantemente en terreno inseguro y que a la vez dan lugar a la repetición de los principios básicos, tan 
esencial para el aprendizaje eficaz. Numerosas demostraciones de teoremas y de consecuencias de los 
resultados fundamentales quedan incluidas en muchos de los problemas resueltos. Los enunciados 
suponen una revisión completa del material de cada capítulo. 


Se estudian aquí muchos de los aspectos que no pueden abarcarse en el programa de la mayoría 
de los primeros cursos, con el propósito de hacer el libro más variado, para que sea más ütil su consulta 
y para estimular un ulterior interés en los temas. 


Damos a continuación la referencia de los textos que sugerimos para consulta. Los de Halmos y 
Kamke se recomiendan especialmente como lectura auxiliar en la Parte 11. 


Bourbaki, N., Theorie des Ensembles, Hermann, París, 1958 

Aalmos, P. R., Naive Set Theory, Van Nostrand, 1960 

Hausdorff, F., Set Theory, Chelsea, 1957 

Kamke, E., Theory of, Sets, Dover, 1950 

Kuratowski, C., Introduction to Set Theory and Topology, Addison-Wesley, 1962 
Natanson, 1. P., Theory of Functions of a Real Variable, Caps. 1, 2, 14, Ungar, 1955 


Deseo aprovechar esta oportunidad para agradecer a muchos de mis amigos y colegas sus valiosas 
sugerencias y la revisión crítica del manuscrito. Hago extensivo mi agradecimiento, de manera particu- 
lar, al personal de la Schaum Publishing Company por su excelente colaboración. 


Seymour Lipschutz 


Nota del traductor 


El lenguaje de las matemáticas se internacionaliza cada vez más, haciéndose más preciso, más exacto 
y menos propenso 2% ambigüedades. El simbolismo perfeccionado y la nomenclatura, aceptados por 
todos, harán realidad muy pronto el que se pueda leer un texto matemático sin apenas conocer la lengua 
de expresión de su aufor. 

Por esto, y buscando justamente la precisión, ha parecido aconsejable modificar ligeramente la 
nomenclatura y notación de este libro en su versión española, poniéndolas más acordes con lo que hoy 
es de uso más autorizado y universal. Así, por ejemplo, se introducen las expresiones «inyectiva» y «so- 
breyectiva», para designar las funciones que antes se llamaban «en» y «sobre», en su desafortunada 
traducción del inglés. Las sobredichas expresiones ya se van adoptando universalmente; Van der Waerden 
las emplea en la séptima edición de su A/gebra (1966); McLane y Birkhof las introducen en su libro de 
Algebra (1967). 

Para evitar sentidos equivocos de un mismo vocablo, se ha optado, definitivamente, por llamar 
«reciproca» a la función que aün muchos llaman inversa, con manifiesta impropiedad ; inverso, se ha 
reservado para el simétrico multiplicativo. Se adoptan asimismo los nombres «mayorante» y «mino- 
rante», para lo que se denominaba antes cota superior o cota inferior, respectivamente. 

En cuanto a los símbolos, solo se ha cambiado la notación de los intervalos abiertos: Ja, b[ y no 
‚ (а, b), que es ambigua — se confundiría con par de elementos (a, b)—; la del conjunto A, de los núme- 
ros reales (no R*, inútilmente recargada). No parece adecuado utilizar igual tipografía para las rela- 
ciones que son conjuntos de pares, y para los conjuntos corrientes; así que se ha preferido la inglesa (Я 
y no R, que es lo que obligaba al uso del signo volado para denotar los reales. 

No hay para qué distinguir entre «conjuntos enumerables» (infinitos) y «contables» (finitos), pues 
los finitos son siempre partes de conjuntos enumerables y, por tanto, son enumerables. Hoy se tiende 
a considerar «enumerable» como sinónimo de «infinito», con la propiedad de ser enumerable; así, Garsoux, 
Analyse (1968). 
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Parte I: Teoría elemental 
de conjuntos 


| Capítulo 1 


Conjuntos y subconjuntos 
CONJUNTOS 


El concepto de conjunto es fundamental en todas las ramas de la matemática. Intuitivamente, un 
conjunto es una lista, colección o clase de objetos bien definidos, objetos que, como se verá en los ejem- 
plos, pueden ser cualesquiera: números, personas, letras, ríos, etc. Estos objetos se llaman elementos 
o miembros del conjunto. 

Si bien los conjuntos se estudian como entidades abstractas, enumeremos diez ejemplos par- 
ticulares de conjuntos. 


Ejemplo 1-1: Los números 1, 3, 7 y 10. 


Ejemplo 1-2: Las soluciones de la ecuación x? — 3x — 
Ejemplo Las vocales del alfabeto: a, e, i, o, u 
Ejemplo Las personas que habitan la Tierra. 


Ejemplo 1-5: Los estudiantes Tómás, Ricardo y Enrique. 
Ejemplo 1-6: Los estudiantes ausentes de la escuela. 
Ejemplo 1-7: Los países Inglaterra, Francia y Dinamarca. 
Ejemplo 1-8: Las ciudades capitales de Europa. 

Ejemplo 1-9: Los números 2, 4, 6, 8, . 

Ejemplo 1-10: Los rios de los Estados Unidos. 


Nótese que los conjuntos de los ejemplos impares vienen definidos, o sea presentados, enumeran- 
do de hecho sus elementos, y que los conjuntos de los ejemplos pares se definen enunciando propieda- 
des, o sea reglas, que deciden si un objeto particular es o no elemento del conjunto. 


NOTACION 
Es usual denotar los conjuntos por letras mayúsculas 


As Ж. ЖУ; us 
Los elementos de los conjuntos se representan por letras minúsculas 
ЖБ s у 


Al definir un conjunto por la efectiva enumeración de sus elementos, por ejemplo, el А, que consiste 
en los números 1, 3, 7 y 10, se escribe 


A = (1,3, 7. 10) 


separando los elementos por comas y encerrándolos entre llaves ( }. Esta es la llamada forma tabular 
de un conjunto. Pero si se define un conjunto enunciando propiedades que deben tener sus elementos 
como, por ejemplo, el B, conjunto de todos los números pases, entonces se emplea una letra, por lo 
general x, para representar un elemento cualquiera y se escribe 


В = {x | x es par) 


lo. que se lee «В es el conjunto de los números x tales que x es par». Se dice que ésta es la forma 
de definición por comprensión o constructiva de un conjunto. Téngase en cuenta que la barra vertical «|» 
se lee «tales que». 
Para aclarar el empleo de la anterior notación, se escriben de nuevo los conjuntos de los Ejemplos 1-1 
al 1-10, designando los conjuntos por 4,, Az, ..., Ajo, respectivamente. 
1 


2 CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS [CAP. 1 


Ejemplo 2-1: 11, 3,7, 10) 
Ejemplo 2-2: хі 35-2501. 
Ejemplo 2-3: fa, e, i o. ш 


Ejemplo 2-4: A, :- [x | x es una persona que habita en la Tierra). 
Ejemplo 2-5: А, = [Tomás, Ricardo Enrique). 

Ejemplo 2-6: 4, = [x |x es estudiante y x está ausente de la escuela] 
Ejemplo 2-7: 4, = inglaterra, Francia, Dinamarca) 

Ejemplo 2-8: 4, - {х |х es una ciudad capital y x está en Europa] 
Ejemplo 29: 4, = (2,46 6...) , 

Ejemplo 2-10: 4j, = ix |x es un río y x está en los Estados Unidos! 


Si un objeto x es elemento de un canjunto A, es decir, si A contiene a x como uno de sus elemen- 
tos, se escribe 
ХЕА 
que se puede leer también «х pertenece а A» о «х está еп A». Si por el contrario, un objeto х no es ele- 
mento de un conjunto 4, es decir, si A no contiene a x entre sus elementos, se escribe 


xA 


Es costumbre eñ los escritos matemáticos poner una línea vertical «|» u oblicua «/» tachando un símbo- 
lo para indicar lo opuesto o la negación del significado del símbolo. 


Ejemplo 3-1: Si A = (а, €, i, о, uj, entonces ac A, DEA, e£ A, fA. 
Ejemplo 3-2: Si В = [x |x es раг), entonces 36 B, 66 B, 11 £ B, l4c B. 


CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 
* Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. Intuitivamente, un conjunto es finito si consta de un 
Cierto nümero de elementos distintos, es decir, si al contar los diferentes elementos del conjunto el pro- 
ceso de contar puede acabar. Si no, el conjunto es infinito. Posteriormente se dará una definición precisa 
de conjuntos infinito y finito. 


Ejemplo 4-1: Si M es el conjunto de los dias de la semana, entonces M es finito. 

Si N = 12, 4, 6,8, ...J, N es infinito. 

Si P = (x | x es un rio de la Tierra}, P es también finito aunque sea dificil contar los rios del 
mundo. 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 


El conjunto A es igual al conjunto B si ambos tienen los mismos elementos, es decir, si cada ele- 
mento que pertenece a 4 pertenece también a B y si cada elemento que pertenece a B pertenece tam- 
bién a A. Se denota la igualdad de los conjuntos 4 y B por 


A=B 


Ejemplo 5-1: Sean A = (1,2, 3,4! y В = |3, 1, 4, 21. Entonces A = B, es decir, |1. 2. 3,4] = 13,1, 4,21. 
pues cada umo de los elementos 1, 2. 3 y 4 de А pertenece a В y cada uno de los ele- 
mentos 3, 1, 4 y 2 de B pertenece a A. Obsérvese, por tanto, que un conjunto no cambia al 
reordenar sus elementos. 

Ejemplo 5-2: Sean С = (5,6, 5, 71 y D = (7, 5, 7, 61. Entonces C = D, es decir, |5, 6, 5,7) = |7, 5.7. 6). 
ya que cada elemento de C pertenece a D y que cada elemento de D pértenece a C. Nótese 
que un conjunto no cambia si se repiten sus elementos. Así que el conjunto (5, 6. 7j es igual 
al C y al D. 

Ejemplo 5-3: Sean E = (x x! - 3x = -21, Е = (2. 1) y © = (1, 2, 2, 1). Resulta E = F = G. 


CAP. 1] CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS ` 3 


CONJUNTO VACIO 
Conviene introducir el concepto de conjunto. nacio, es decir, de un conjunto que carece de elementos. 
Este conjunto se suele llamar conjunto nulo. Aquí diremos de un conjunto semejante que es vacío y se 
le denotará por el simbolo Ø. 
Ejemplo 6-1: Si A cs el conjunto de personas vivientes mayores de 200 años, А es vacio según las estadis- 
ticas conocidas. 
Ejemplo 6-2: Sea В = [x | x? = 4, x es impar]. В es entonces un conjunto vacío. 


SUBCONJUNTOS 


Si todo elemento de un conjunto А es también elemento de un conjunto В, entonces se dice que 
A es un subconjunto de В. Más claro: A es un subconjunto de B si x£ A implica x c В. Se denota esta 
relación escribiendo 


ACB 


que también se puede leer «А está contenido en В». 
Ejemplo 7-1: El conjunto C = |1, 3, 5} es un subconjunto del D = (5, 4, 3, 2, 1}, ya que todo número 1, 
3 y 5 de C pertenece también a D. 
Ejemplo 7-2: El conjunto Е = (2, 4, 6) es un subconjunto del F = (6, 2, 4}, pues cada número 2, 4 y 6 que 
pertenece a E pertenece también а F. Obsérvese en particular que E — F. De la misma mä- 
nera se puede mostrar que todo conjunto es subconjunto de sí mismo. 


Ejemplo 7-3: Scan G — [x | x cs par], es decir, G = |2, 4, 6,8, ...] y F = {x | x es potencia entera po- 
sitiva de 2), es decir, F = (2, 4, 8, 16, ...]. Entonces FC G, o sea que F está conte- 
nido en G. 


Con la anterior definición de subconjunto se puede dar de otra manera la definición de la igualdad 
de dos conjuntos: 
Definición-1-1: Dos conjuntos A y B son iguales, A = B, si, y solo si, 4 C B y BC A. 

Si A es un subconjunto de B, se puede escribir también 


BDA 
que se lee «B es un superconjunto de A» o «B contiene а A». Y se escribe, además, 
A(B o BHA 


si А no es subconjunto de В. 
Para "concluir, se tiene: 


Observación 1-1: El conjunto vacío Qj se considera subconjunto de todo conjunto. 
Observación 1-2: Si 4 no es subconjunto de B, es decir, si 4 Д В, entonces hay por lo menos un ele- 
mento de A que no es elemento de B. 


SUBCONJUNTO PROPIO 


Puesto que todo conjunto А es un subconjunto de sí mismo, se dirá que В es un subconjunto prania. 
de A si, en primer lugar, B es un subconjunto de A y, en segundo lugar, B no es igual a 4. Más breve- 
mente, B es un subconjunto propio de A si 


BCA у В+#А 
En algunos libros «В es un subconjunto de 4» se denota por 
BCA 
y «B es un subconjunto propio de A» se denota por 
BCA 


Aquí se seguirá la notación ya vista que.no distingue entre subconjunto y subconjunto propio. 


4 CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS (САР. 1 


COMPARABILIDAD 
Dos conjuntos A y B se dicen comparables si 
ACB o BCA 
esto es, si uno de los conjuntos es subconjunto del otro. En cambio, dos conjuntos A y В se dicen no 
comparables si 
AGB y BGA 


Nótese que si А no es comparable con В, entonces hay en A un elemento que no está en B y hay tam- 
bién en В un elemento que no está en А. 


Ejemplo 8-1: Sean А = (а, b} y В = (а, Б. cj. Entonces A es comparable con В, pues A es un subcon- 


_junto de B. 
Ejemplo 8-2: Si C = (a, b] y D= 4h, с, di. C y D no son comparables, pues ac C y a£ D y ec D 
y ctc. 


TEOREMA Y DEMOSTRACION 


En matemáticas puede demostrarse la verdad de muchas afirmaciones mediante suposiciones y 
definiciones previas. De hecho, la esencia de las matemáticas consiste en teoremas y sus demostracio- 
nes. Demostremos nuestro primer 


Teorema 1-1: Si A es un subconjunto de В y B es un subconjunto de C, entonces А es un subconjun- 
to de C, esto es, 


ACBy BC C implican ACC 


Demostración, (Téngase en cuenta que debemos demostrar que todo elemento de 4 es también 
un elemento de C.) Sea x un elemento de A, esto es, x e А. Como А es ип subconjunto de B, х perte- 
nece también a B, es decir, x є B. Pero, por hipótesis, B С С; por tanto, todo elemento de 4, en el cual 
está x, es un elemento de C. Hemos demostrado que x € A implica xe C. En consecuencia, por de- 
finición, 4 C C. 


CONJUNTOS DE CONJUNTOS 


Ocurre a veces que los elementos de un conjunto son a su vez conjuntos; por ejemplo, el conjunto 
de todos los subconjuntos de A. Para evitar decir «conjuntos de conjuntos», se sucle decir «familia de 
conjuntos» o «clase de conjuntos». En tales casos y para evitar confusiones, se emplean letras inglesas 


s ,... 


para designar familias o clases de conjuntos, ya que las mayúsculas denotan sus elementos. 
Ejemplo 9-1: En geometría es corriente hablar de «familias de rectas» o «familias de curvas», pues rectas 
y curvas ya son ellas mismas conjuntos de puntos. 


Ejemplo 9-2: El conjunto ((2, 3}, (2). (5. 6]] es una familia de conjuntos. Sus elementos son los conjun- 
tos (2, 3), (2) y (5, 6). 


En teoría es posible que un conjunto tenga entre sus elementos algunos que sean a su vez conjuntos 
y otros que no lo sean, pero en las aplicaciones de la teoría de conjuntos este caso se presenta rara vez. 


Ejemplo 9-3: Sea A = (2, (1, 3). 4,712. 51]. 4 no es, pues, una familia de conjuntos; algunos elementos 
de A son conjuntos y otros no. 


CONJUNTO UNIVERSAL 


En toda aplicación de la teoría de conjuntos todos los conjuntos que se consideran serán muy pro- 
bablemente subconjuntos de un mismo conjunto dado. Este conjunto se llamará conjunto universal 
о universo del discurso y se denotará por U. 


CAP. 1] CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 5 


Ejemplo 10-1: En geometría plana el conjunto universal es el de todos los puntos del plano. 


Ejemplo 10-2: En los estudios sobre población humana el conjunto universal es el de todas las gentes del 
mundo. * 


CONJUNTO POTENCIA 


La familia de todos los subconjuntos de un conjunto $ se llama conjunto potencia de $. Se le de- 
signa por 


Ejemplo 11-1: Si M = ja. b}. entonces 


Ejemplo 11-2: Si T = (4,7. 8), entonces 
27, = (T. |4, 7]. 14, 81.17, 81,14. 171,181, 0) 


Si un conjunto 5 es finito, digamos que S tenga п elementos, entonces el conjunto potencia de 5 
tendrá 2^ elementos, como se puede demostrar. Esta es una razón para llamar conjunto de potencia 
de S la clase de los subconjuntos de 5 y para denotarla por 2*. 


CONJUNTOS DISJUNTOS 


Si dos conjuntos A y B no tienen elementos comunes, es decir, si ningún elemento de 4 está en B. 
y si ningún elemento de B esta en A, se dice que A y B son disjuntos. 


Ejemplo 12-1: Scan 4 = |1.3,7,8 y B = 12. 4. 7. 9): 4 y В no son disjuntos entonces, pues 7 está en 
ambos conjuntos. o sea que 7e 4 y 7e B. 


Ejemplo 12-2: Sean 4 el conjunto de los números positivos y В el de los números negativos. Entonces А 
y B son disjuntos. pues ningún número es positivo y negativo. 


Ejemplo 12-3: Si E= ix, y, =| s. ti. E y F son disjuntos. 


DIAGRAMAS DE VENN-EULER 
Se logra ilustrar de manera sencilla e instructiva las relaciones entre conjuntos mediante los Па- 
mados diagramas de Venn-Euler, o de Venn. simplemente. que representan un conjunto con un área 


plana, por lo general delimitada por un círculo. 


Ejemplo 13-1: Supóngase 4 C B y 4 + В. Entonces A y В se describen con uno de los diagramas: 


Ejemplo 13-2: Si 4 y В no son comparables se les puede representar por el diagrama de la derecha si son 
disjuntos o por el de la izquierda si no lo son 


&2 oC) 
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Ejemplo 13-3: Sean A = (a, b, c. d] y В = |с, d. e. f}. Se ilustran estos conjuntos con un diagrama de Venn 
de la forma 


DIAGRAMAS LIN 
Otra manera útil e instructiva para ilustrar las relaciones entre conjuntos es el empleo de los Ila- 
mados diagramas lineales. Si 4 C B. se escribe entonces В más arriba que A y se les conecta por un 


B 
А 


segmento 


Si АС Ву BC C. se pone 


a— Y —aoG 


Ejemplo 14-1: Sean 4 = |a}. B = ¡bi y C = |a, b}. El diagrama lineal de A. В y С es entonces 


Ejemplo 142: Sean Y = | ‚ y. w}. Aqui el diagrama lineal de X. 
Y, Z y Wes 


DESARROLLO AXIOMATICO DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 


En un desarrollo axiomático de una rama de las matemáticas, se comienza por: 
(1) Términos no definidos. 
(2) Relaciones no definidas. 
(3) Axiomas que relacionan los términos no definidos y las relaciones no definidas. 
Entonces se desarrollan teoremas basados en los axiomas y definiciones. ` 


Ejemplo 15-1: En un desarrollo axiomático de la geometria plana euclidiana 
tl} «puntos» y «rectas» son términos no definidos, 
(2) «punto en una recta» o, lo que es equivalente, «recta que contiene un punto», es una 
relación no definida, 
(3) Dos de los axiomas son 
Axioma |: Dos puntos distintos están sobre una y misma recta 
Axioma 2: Dos rectas distintas no pueden tener más de un punto común. 
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En un desarrollo axiomático de la teoria de coniuntos: 


(1) «Elemento» y «conjunto» son términos no definidos. 
(2) «Pertenencia de un elemento a un conjunto» es la relación no definida 
(3) Dos de los axiomas son: 


Axioma de extensión: Dos conjuntos 4 y В son iguales si. y solamente si, todo elemento de А 
pertenece a B y todo elemento de B pertenece a 4 
Axioma de especificación: Sea Р(х) una afirmación y sea А un conjunto. Existe entonces un con- 
junto 


В = ja |as A, Pla) es cierta; 


Aquí, Р(х) es un enunciado en una variable, para la cual P(a) es verdadero o falso con a £ A. Por 
ejemplo. P(x) podria ser el enunciado «x? — 4» o «x es un miembro de las Naciones Unidas». 

Hay otros axiomas que no se enuncian aquí porque los axiomas tocan con conceptos que se estu- 
diarán luego. Y. por otra parte, como aquí se trata la teoría de conjuntos sobre todo intuitivamente, 
en especial en la Parte I, nos abstendremos de hacer más consideraciones sobre el desarrollo axiomático 
de la teoría de conjuntos. 


Problemas resueltos 


NOTACION 
1. Escribir las afirmaciones siguientes en notación conjuntista: 
(1) x no pertenece a A. (4) F no es subconjunto de G. 
(2) R es superconjunto de S. (5) H no incluye a D. 
(3) d es elemento de E. 
Solución: 


(1) x£ A, (2) R D S. (3) de E. (4) F Ẹ С, (5) H þ D. 


2. SiA=(x|2x=6) y b — 3, ¿es b = A? 


Solución: 
A es un conjunto que consta del único elemento 3, es decir, A = {3}. El número 3 es elemento de A, 
pero no es igual a A. Hay una fundamental diferencia entre un elemento x y el conjunto {x}. 


3. Sea M = fr, s, 1). Es decir, M consta de los elementos r, s y 1. Dígase cuáles de las afirmaciones 
son correctas o incorrectas. Si alguna es incorrecta, decir por qué. 


la)reM (b)rCM (с) {ЕМ (d) ir; CM 


Solución: 


la) Correcta. 

(b) Incorrecta. El simbolo C debe estar entre dos conjuntos, pues indica que un conjunto es subconjunto del 
otro. Así que r C M es incorrecta por ser r un elemento de M, no un subconjunto. 

(c) Incorrecta. El símbolo e vincula un objeto a un conjunto, pues indica que el objeto es elemento del conjun- 
to. Así que {r} e M es incorrecta, ya que {r} es un subconjunto de M, no un elemento de M. 

(d) Correcta 
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+ 4. Enunciar con palabras y luego escribir en forma tabular: 


(0) A= la 4]. 

(2) В= {х|х- 2 = 5). 

(3) С= {х | хе positivos x es negativoj. 

(4) D = ix |х es una letra de la palabra «correcto»j. 


Solución: 


(1) Se lee «A es el conjunto de los x tales que х al cuadrado es igual a cuatro». Los únicos números que eleva- 
dos al cuadrado dan cuatro son 2 y — 

0) Sele «Bera социол deloratidengos x pisos Ze qual v 5v. Là Dna salicin ert démodaqara = 1T). 

(3) Se lee «C es el conjunto de los x tales que x es positivo y x es negativo». No hay ningún número que 
sea positivo y negativo, asi que C es vacio, es decir, C = Ø. 

(4) Se lee «D es el conjunto de los x tales que x es una letra de la palabra correcto». Las letras indicadas son 
с, о, г, еу 1; asi, pues, D = [c, о, r, е. tj 


Escribir estos conjuntos en una forma constructiva: 

(1) El A que consiste de las letras a, b, с. d y e. 

(2) ЕВ = {2, 4, 6, 8....!. d 

(3) El conjunto С de todos los paises de las Naciones Unidas. 
(4) El conjunto D = {3}. 

(5) Sea E los presidentes Truman, Eisenhower y Kennedy. 


Solución: 


Nótese en primer lugar que la descripción de un conjunto, o sea su forma constructiva. no es necesariamen- 
te única, Lo único que se requiere es que toda descripción defina el mismo conjunto. Se dan aqui algunas de las 


muchas respuestas posibles a este problema. 
Wu) A x | x está antes de f en el alfabeto; 
x es una de las primeras cinco letras del alfabeto]. 
(2) x es par y positivo]. 
(3) х es un pais, x está en las Naciones Unidas]. 
(4) х-2=1|] = {х|2х = 6j. 
(5) х fue presidente después de Franklin D. Roosevelt]. 


CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


6. 


¿Cuáles conjuntos son finitos? 

(1) Los meses del año. (4) 
(2) (1,2. 3. .... 99, 100). (5) 
(3) Las gentes que yiven en la tierra. 


Solución: 


Los tres primeros conjuntos son finitos. Aunque pueda ser fisicamente imposible contar el nümero de per- 
sonas que hay en la Tierra, el conjunto es ciertamente finito. Los dos ültimos conjuntos son infinitos. Si se tratara 
de contar los nümeros pares jamás se llegaría al fin. 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 


7. ¿Cuáles de estos conjuntos son iguales: (r, t, 5}, (s. t, г, з}, {4 s; 1, г}, [5 г, 5, 0? 


Solución: 


Son todos iguales entre si. Obsérvese que el orden o la repetición no cambia un conjunto. 
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¿Cuáles de estos conjuntos son iguales? 

(1) {х | х es una letra en la palabra «tocata»). 
(2) Las letras de la palabra «tacto». 

(3) {х | х es una letra de la palabra «cota»). 
(4) Las letras a, с, O, t. 


Solución: 


Escribiendo los conjuntos en forma tabular es fácil averiguar si son o no iguales. Una vez escritos lós cua- 
tro conjuntos en forma tabular se ve que todos son iguales al conjunto (a, с, o, t]. 


CONJUNTO VACIO 


9. ¿Cuál de estas palabras es distinta de las otras y por qué?: (1) vacío, (2) cero, (3) nulo. 
Solución: 

La primera y la tercera se refieren al conjunto sin elementos; la palabra cero se refiere a un nümero par- 
ticular y es, por tanto, la palabra diferente. 

10. Entre los conjuntos que siguen, ¿cuáles son diferentes?: Ø, (0), (Qj). 
Solución: 

Cada uno es diferente de los otros. El conjunto (0) contiene un elemento, el nümero cero. El conjunto (27 
no tiene elementos, es el conjunto vacío. El conjunto [C] tiene también un elemento que es el conjunto vacío: 
es un conjunto de conjuntos. 

11. ¿Cuáles de estos conjuntos son vacios? 
(1) А = (x | х es una letra anterior a a en el alfabeto). (3) С={х|х#х} 
(2) B=(x|x? 29 y 2x = 4). (4) D=(x|x+8=8). 
Solución: 
(1) Como a es la primera letra del alfabeto, el conjunto A carece de elementos; por tanto, А = Ø. 
(2) No hay número que satisfaga a ambas ecuaciones x? = 9 y 2x = 4; así que B es también vacio. 
(3) Se da por sentado que todo objeto es él mismo, de modo que С es vacío. Tanto es así que algunos libros 
definen de esta manera el conjunto vacio, es decir, 
D=1x|x+x) 
(4) El número cero satisface a la ecuación x + 8 = 8, así que D consta del elemento cero. Por tanto, D no es 
vacío. 
SUBCONJUNTOS 
12. Dado А = (x, у, z}, ¿cuántos subconjuntos hay en A y cuáles son? 
Solución: 

Haciendo la lista de todos los subconjuntos posibles de A resultan ser: {x, y, z}, [y, z}, {х, т}, (x yh (x). 
{у}, {z} y el conjunto vacío 27. Hay ocho subconjuntos en A. 

13. Definir los siguientes conjuntos de figuras del plano euclidiano: 


O = {х|х es un cuadrilátero). 
R = [x|x es un rectángulo). 


{х | х es un rombo). 
{х | x es un cuadrado). 


Decir qué conjuntos son subconjuntos propios de los otros. 
Solución: 


Como un cuadrado tiene 4 ángulos rectos, es un rectángulo; y.como tiene 4 lados iguales, es un rombo; y 
puesto que tiene 4 lados, es un cuadrilátero. Según eso S C Q, S С R, 5 С Н, es decir, S es un subconjunto 
de los otros tres. Y, además, como hay rectángulos, rombos y cuadriláteros que no son cuadrados, resulta ser 
S un subconjunto propio de los otros tres. De manera análoga se ve que R es un subconjunto propio de Q, y 
que H es un subconjunto propio de Q. No hay otras relaciones entre los conjuntos. 
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14. 


15. 


16. 


17. 
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¿Tiene todo conjunto un subconjunto propio? 


Solución: 


El conjunto vacio Ø no tiene subconjunto propio. Cualquier otro conjunto tiene al Ø como subconjunto 
propio. En algunos libros no se llama subconjunto propio al conjunto vacio; y entonces los conjuntos que tie- 
nen un solo elemento no tendrían un subconjunto propio. 


Demostrar: Si А es un subconjunto del conjunto vacio Ø, entonces 4 = Ø. 
Solución: 


El conjunto vacio Ø es subconjunto de cualquier conjunto; en particular, Ø C A. Por hipótesis, 4 C Ø 
De modo que, por la Definición 1-1, A = Ø. 


¿Cómo se demuestra que un conjunto А no es un subconjunto de otro conjunto В? Demos- 
trar que A = (2, 3, 4, 5) no es un subconjunto de B = {x | x es par). 
Solución: 


Hay que demostrar que hay al menos un elemento de А que no está еп В. Como 3: 4 y 3# B, se ve 
que 4 no es un subconjunto de B, o sea que A @ B. Nótese que no es necesario saber si hay о no otros 
elementos de A que no estén en B. 


Sean V = {d}, W = (с, d}, X = (a, b, c}, Y = (a, b} y Z = (a, b, dj. Establecer la verdad o fal- 
sedad de las siguientes afirmaciones: 


(1) YcX (3) W+Z (5) VEY (7) VcX (9) X-W 
(2) тфу (4) Z>V (6) ZPX (8) Y 4Z (10 WcY 
Solución: 


(1) Como todo elemento de Y es élemento de X, resulta que Y C X es verdadera. 

(2) El único elemento de V es d, y d también está en W; asi que W es un superconjunto de V у, por tanto, 
W D V es falsa. 

(3) ComoacZ y ag И, W + 2 es verdadera. 

(4) 2 es un superconjunto de Y puesto que el único elemento de И es elemento de Z; por tanto, Z D V es 
verdadera 

(5) Como de V y d£ Y, УФ Y es verdadera. 

(6) Como сє X y c éZ, entonces Z no es un superconjunto de X, es decir, 2 p X es verdadera. 

(7) V no es un subconjunto de X, ya que de V y dé X; por tanto, V C X es falsa. 

(8) Todo elemento de Y lo es de Z; luego Y { Z es falsa. 

(9) Сото а= Xy ag И, X = W es falsa. 

(10) Como ск W y c У, W no es un subconjunto de Y y, por tanto, W D Y es falsa. 


Sean А = {r, s, t, u, v, w}, В = (и, v, w, x, у, Z}, С = (5, u, y, z}, D = (и, v}, E = {s, uj у 
F = {s}. Sea X un conjunto desconocido. Determinar cuáles de los conjuntos 4, B, C, D, E o 
F pueden ser iguales a Х si se dan las informaciones siguientes: 


(1) XCA y XCB' (8) XdA y ХфС 
(2 X4B y ХСС (4) XCB y ХСС 
Solución: 


(1) El único conjunto que es subconjunto de А y de B es D. C, E y F no son subconjuntos de В porque 
sEC, E, F y s¢ B. з 

(2) El conjunto X puede ser igual а C, E o F, pues éstos son subconjuntos de C y, como ya se vio, no son sub- 
conjuntos de B. 

(3) Solo B no es subconjunto de А o de С. D y A son subconjuntos de A; y С, E y F son subconjuntos de C. 
Asi que X = B. 

(4) Tanto В como D son subconjuntos de В y no lo son de C. Todos los otros conjuntos dejan de cumplir 
al menos una de las condiciones. Por tanto, X = Bo X = D. 
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19. Sea A un subconjunto de B y sea Bun subconjunto de C, es decir, 4 С By B C С. Suponiendo a £ A, 
bg В, сє С y, además, d£ A, e£ B, ЈЕ C, ¿cuáles afirmaciones serán ciertas? 


(1)acC, (2)bcA, (B)er A, (ddcB, (5)erA, (6)fe A 


Solución: 

(1) Роге! Teorema 1-1, A es un subconjunto de C. Luego a e А implica a è C. y la afirmación es siempre cierta, 
(2) Como el elemento ^ c B puede no ser elemento de А, la afirmación cs falsa. 

(3) El elemento c c C podría ser un elemento de A; por lo que c £ А puede no ser verdad 

14) El elemento d, que no está en A. puede no estar en B: así que la afirmación puede no ser cierta. 
(5) Comoe£ B y AC 8, еў A es siempre verdadera. 

(6) Como f£ C y A C С, f£ А es siempre cierta. 


e 


DIAGRAMAS LINEALES 
20. Hacer un diagrama lineal para los conjuntos А = (а. b. cj. В = la, b} y C = la, cl. 


Solución: 
Como А D B. А D Су B y С no son comparables. se construye азі 


ger а, 


21. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos X = la, b, ci, Y= la, bl y Z= (hl. 


Solución: 
Aquí Z C Y e Y C X. Queda entonces " 

Y 

y no | 

2 

х 


» 
le 


ya que el segmento de Z a X es redundante porque Z C Y e Y C Y ya implican Z C X. 


22. Construir el diagrama de los conjuntos R = {r, s, 1}, 5 = is] y T= is 1.0) 
Solución: 
Aqui S C Ry S C T. Y como R y T no son comparables, se pone 


E "d 


23. Sean Q, R, H y S los conjuntos del Problema 13. Hacer un diagrama lineal para estos conjuntos. 
Solución: 
Como Q D R y Q D Н, se construye primero 


go ho 


Ahora se agrega 5 al diagrama. Puesto que 5 C R y S С Н. se completa el diagrama como sigue: 
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24. Construir un diagrama lineal para los conjuntos V, W, X, Y y Z del Problema I7. 


Solución: 
Como FC WyVc 


7, se traza 
MEN A 
14 
Como Y С Z, se agrega Y al diagrama: 
c E А hu 
y Y 

Por último, puesto que Y C Х, se completa el diagrama como sigue 
ds 222 2 Se P d 

14 Y 


25. Sea 5 cualquier conjunto. Construir un diagrama lineal para los conjuntos Ø, 5 y el conjunto 
universal U. 


Solución: 
Ya que el conjunto vacio @ es subconjunto de todo conjunto, o sea Y С S, se traza 
| E 
o 


Por otra parte, como el conjunto universal U es un superconjunto de todo conjunto que incluya al 5, se com- 
pleta el diagrama como sigue: 


S— u —= 


PROBLEMAS DIVERSOS 


26. Considérense las cinco afirmaciones siguientes: (1) А C B, (2) A D В, (3) A = В, (4) A y B son 
disjuntos, (5) А y B no son comparables. ¿Cuál afirmación describe mejor cada diagrama de Venn? 


E , d @ › 
(а) (6) t lo 


Solución: (d) 


(а) El área de B es parte del área de А; luego 4 D B. 

(b) Hay puntos en 4 que no están en В, y puntos en B que no están en A; luego A y B no son comparables. 
Los conjuntos no son disjuntos porque tienen puntos que pertenecen a ambos 

(ce) Aqui los conjuntos son disjuntos. pues no hay ningún punto que esté en los dos conjuntos. Los conjuntos 
no son tampoco comparables. 

(d) El área de A es parte del área de B; luego 4 С B. 


27. Examinar el siguiente diagrama lineal de conjuntos A, B, C y D. 
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28. 


29. 


32. 


33. 


Escribir una afirmación que relacione cada par de conjuntos del diagrama. Debe haber seis afir- 
maciones. 
Solución: 

En primer lugar se ve que C C В, DC B y BC A, pues estos conjuntos están unidos por segmentos. Por 
el Teorema 1-1 se deduce que C C A y D C. A. Por último, los conjuntos C y D no son comparables, ya que 
no están unidos por una línea ascendente. 


Construir diagramas de Venn de los conjuntos 4, B, C y D del diagrama lineal del Pro- 

blema 27. 

Бойс! 
Hagamos dos diagramas posibles: 


(E) . (00 


La principal diferencia entre estos diagramas es que los conjuntos C y D aparecen disjuntos en el segundo dia- 
grama. Pero ambos tienen el mismo diagrama lineal. 


¿Qué significa el simbolo {{2, 3}}? 
Solución: 

Se trata de un conjunto que tiene un elemento: el conjunto de los elementos 2 y 3. Obsérvese que (2, 3) per- 
tenece a (12, 3]] ; no es un subconjunto de ((2, 3] ). Así que se puede decir que (12, 3}} es un conjunto de conjuntos. 


Dado A = (2, 14, 5), 4}, ¿qué afirmaciones son incorrectas y por qué? 
(1) (4,5) CA (2) (4,5) e A (8) ((4,5)) CA 


Solución: 


Los elementos de A son 2, 4 y el conjunto (4, 5]. Por tanto, (2) es correcta y (1) es incorrecta. (3) es una afir- 
mación correcta porque el conjunto que consta del único elemento (4, 5) es un subconjunto de A 


Dado E = (2, (4, 5), 4), ¿qué afirmaciones son incorrectas y por qué? 


А (1) 5:0 (2) (5) Е (3) (5) СЕ 
Solución: 
Todas son incorrectas. Los elementos de Е son 2, 4 y el conjunto (4, 5); por tanto, (1) y (2) son incorrec- 
tas. Hay ocho subconjuntos de £ y (5) no está entre ellos, de modo que (3) es incorrecta 
Hallar el conjunto potencia 2% del conjunto S = (3, (1, 4}. 


Solución: 
Observar primero que S contiene dos elementos, 3 y el conjunto (1, 4). Por tanto, 25 contiene 2? = 4 elemen- 
tos: 5 mismo, el conjunto vacío, (3) y el conjunto formado por (1, 4} solo, es decir, |(1, 4)!. Más breve: 


2 = (S, (3), (0,4), 0) 


En lo que sigue, (qué es lo que no se define en un desarrollo axiomático de la teoria de conjuntos? 
(1) conjunto, (2) subconjunto de, (3) disjunto, (4) elemento, (5) es igual a, (6) pertenece a, (7) su- 
perconjunto de. 


Solución: 
Los ünicos conceptos no definidos en la teoría de conjuntos son: conjunto, elemento y la relación «pertene- 
ce a», o sea (1), (4) y (6). 
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34. Demostrar: Sean А y B no vacios, esto es, A + Ø y В + Ø. Si A y B son disjuntos, entonces 4 
y B no son comparables. 
Solución: 5 
Сото 4 у В no son vacios, hay elementos a € А y РЕ B. Por otra parte, como 4 у B son disjuntos, a ¢ В 
y b$ A. Por tanto, A E B y B Ẹ A, es decir, A y В no son comparables. 


35. Dados А y В no comparables, 
Solución: 


No. Los conjuntos del siguiente diagrama de Venn no, son comparables; pero tampoco son disjuntos. 


sigue que А y В son disjuntos? 


Problemas propuestos 


NOTACION 

36. Escribir en notación conjuntista: 
(1) Res un superconjunto de T. (5) z no pertenece a A. 
(2) x es elemento de Y. 16) B está incluido en F. 
(3) M no es subconjunto de $. (7) El conjunto vacio. 
(4) El conjunto potencia de W. (8) R pertenece a Y. 


37. Enunciar verbalmente: 


(1) 4 = {x | x vive en Paris). 
(2) B= {х | x habla danés). 


[x | xes mayor de 21 años}. 
{x | x es ciudadano francés) 


38. Escribir en forma tabular: 
(0 P= ix] х2 = 0). 
(2) 0 = {x | х es una letra de la palabra «calcular»]. 
B) К=\х|х®=9,х- 3 =5|. 
(4) 5 = [х [x es una vocal]. 
(5) T = ix | x es una cifra del número 2324; 


39. Si E= |1, 0j, decir entre las afirmaciones siguientes cuáles son correctas o incorrectas. 


(1) (01e E. (2) c E. (3) 10 C E, (4) Oc E, I) OC E 


40. En una exposición axiomática de la teoria de conjuntos, decir cuáles de estos símbolos representan una relación 
no definida: (1) E, (2) є, (3) D. 
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SUBCONJUNTOS 
41. Si B = |0, 1,2). hallar todos los subconjuntos de B. 
42. Si F= (0, 11, 2], hallar todos los subconjuntos de F. 
43. Sean 
A = (2,3,4) le | 22—62 +8 = 0) 
В = {z | 2 = 4, x es positivo) {x | æ es par? 
Completar las siguientes afirmaciones insertando C , o «nc» (no comparables) entre cada par de conjuntos: 
(1) A....B, (2) A....C, (3) B....C, (4) A....D, (5) B....D, (6) C....D. 
44. Sean А = (1,2,.... 8.9], В = {2, 4, 6, 8}, C = {1, 3, 5, 7,9]. D = (3,4, 5) y E = [3, 5}. ¿Cuáles conjuntos 
pueden ser iguales a X dadas las condiciones siguientes? 
(1) Ху B son disjuntos à) XCAyXqc 
.Q xcDyxq B. (4) XCCyxXGA 
45. Decir si son correctas o incorrectas las siguientes afirmaciones 


(1) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito. 
(2) Todo subconjunto de un conjunto infinito es infinito. 


PROBLEMAS DIVERSOS 


46. 


47. 


49. 


51. 


Hacer un diagrama lineal de los conjuntos А, В, C y D del Problema 43. 
Hacer un diagrama lineal de los conjuntos A, B, C, D y E del Problema 44. 


Entre las afirmaciones siguientes decir cuáles son correctas о incorrectas 


(1) {1,4,3} = {3,4,1} (4) (act 
(2) {1,3, 1,2,3,2} с {1,2,3} (5) Øc 
(3) (Me) 


Decir cuáles de los siguientes conjuntos son finitos o infinitos: 


(1) El conjunto de rectas paralelas al eje x. 

(2) El conjunto de letras del alfabeto. 

(3) El conjunto de números que son múltiplos de 5. 

(4) El conjunto de animales que viven en la Tierra. 

(5) El conjunto de números que son raíces de la ecuación х?* + 42x^* — 17x!* — 2x% + 19 = 0. 
(6) El conjunto de círculos que pasan por el origen (0, 0). 


a 
) 


Entre las afirmaciones siguientes decir cuál es correcta y cuál incorrecta. Aquí 5 es un conjunto cualquiera no 
d à) Se? (2) 8с2 (з) {Se (4) (SI CO 


VS Ка Д 
Hacer un diagrama lineal de los conjuntos del siguiente diagrama de Venn. 


02 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


45. 


47. 


49. 


50. 


51. 


(ОАО T. Quxe Y. B) МОД 5, (4) 2". (S) zé A. (6) ВСЕ. (7) Ø. (8) Re. 


0) 
(2) 


Respuestas a los problemas propuestos 


CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 


А es el conjunto de los x tales que x vive en Paris 
B es el conjunto de los x tales que x habla danés 


(3) C es el conjunto de los x tales que x es mayor de 21 años. 


(4) 


(DP = 12. -1. 010 = lae Lu.ri. G) R = Ø. (4) S = fa e. i, o. и}, (5) T = (2.3, 4) 


(1) incorrecto, (2) incorrecto, (3) correcto, (4) correcto. (5) incorrecto. 


D es el conjunto de los x tales que x es ciudadano francés. 


El simbolo £ representa una relación no definida. 


Hay ocho subconjuntos: B. 10, 1). 10, 21, 11.2). {0}, (11. 12}, 


Hay cuatro subconjuntos: F, {0}. {{1, 211, Ø. 


(1) 2. (2) D. GI C. (4) nc, (5) С. (6) C. 


(1) С, E. (2) D. E. (3) А, B. D. (4) Ninguno. 


(1) correcto, (2) incorrecto. 


Pd 


A 


(1) correcto, (2) correcto, (3) correcto, (4) incorrecto, (5) correcto. 


Ss 


с 


с 


ы. 
Ne D 


D 


Ø. 


(1) infinito, (2) finito, (3) infinito, (4) finito, (5) finito, (6) infinito. 


(1) correcto, (2) incorrecto, (3) incorrecto, (4) correcto. 


P 


5 


а 


pet 


| 


R 


[CAP. 


Capítulo 2 


Operaciones fundamentales con conjuntos 


OPERACIONES CON CONJUNTOS 


En aritmética se suma, resta y multiplica, es decir, a cada par de números x e y se le asigna un 
número x + y llamado suma de x e y, un número x — y llamado diferencia de x e y y un número xy 
llamado producto de x e y. Estas asignaciones se llaman operaciones de adición, sustracción y multi- 
plicación de números. En este capítulo se van a definir las operaciones de unión. intersección y diferencia 
de conjuntos, es decir, se van a asignar о a hacer corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos 
A y B. En un capítulo posterior se verá que estas operaciones entre conjuntos se comportan de manera 
un tanto semejante a la de las anteriores operaciones con números. 


UNION 


La unión de los conjuntos А y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a 4 оа 
В о a ambos. Se denota la unión de А y B por 


AUB 
que se lee «4 unión B». 


Ejemplo 1-1: En el diagrama de Venn de la Figura 2-1, 4 U В aparece rayado, o sea el área de A y el 
área de B. 


A (B lo rayado 
Fig.2-1 


Ejemplo 1-2: Sean 5 = (а, b, c, d} y T = (f. b, d, gj. Entonces 
- SUT = fa, b, c. d, f.g} 

Ejemplo 1-3: Scan P el conjunto de los números reales positivos y Q el conjunto de los números reales ne- 
gativos. PIJ О, unión de P y 0, consiste en todos los números reales exceptuado el 
сего. 

La unión A у В se puede definir también concisamente así: 


AUB=!» £A o хЕВ} 


Observación 2-1: Se sigue inmediatamente de la definición de la unión de dos conjuntos que 
AUB y BU A son el mismo conjunto, esto es: 


AUB=BUA 
Observación 2-2: А y B son ambos subconjuntos de 4 U В, es decir, que: 


AC(AUB) у BCIAUB) 
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En algunos libros la unión de A y B se denota por А + ‘В y se la Пата suma conjuntista de A y 8 
o simplemente 4 más B. 


INTERSECCION 


La intersección de los conjuntos 4 y B es el conjunto de los elementos que son comunes a А y B. 
esto es, de aquellos elementos que pertenecen a 4 y que también pertenecen a В. Se denota la intersec- 
ción de 4 y B por 


ANB 


que se lee «4 intersección В» 


Ejemplo 2-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-2 se ha rayado A (^ 8, el área común a ambos con- 


juntos A y B. 


А Г\ B lo rayado 
Fig. 2-2 


Ejemplo 2-2: Sean 5 = (0, б. c, di y T= |f. b. d. g}. Entonces 


SOT - lb di 
Ejemplo 2-3: Sea V = 12,4, 6, . . .|, es decir, los múltiplos de 2; y sea W = 13,6, 9, |. .], o sean los múl- 
tiplos de 3. Entonces 


VAW —16 12, 18,...] 
La intersección de 4 y B también se puede definir concisamente así: 
АГ\В = |х|хєА, xe B] 
Aquí la coma tiene el significado de «y». 
Observación 2-3: Se sigue inmediatamente de la definición de intersección de dos conjuntos que 
ANB=BNA 


Observación 2-4: Cada uno de los conjuntos А y B contiene al A (Y В como subconjunto, es decir, 


(ANBICA y (А08) С В 


Observación 2-5: 51 dos conjuntos A y В no tienen elementos comunes, es decir, si A у B son disjun- 
los, entonces la intersección de A y B es el conjunto vacio, o sea A N B = Ø. 


En algunos libros, sobre todo de probabilidades, la intersección de 4 y B se denota por AB y se 
lama producto conjuntista de A y B o simplemente A por B. 


DIFERENCIA 


La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen a 4, pero no a В. 
Se denota la diferencia de 4 y B por 
A-B 


que se lee «4 diferencia B» о simplementé «А menos B». 
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Ejemplo 3-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-3 se ha rayado A — В. el área de А que no es par- 
te de B. 


A — B lo rayado 
Fig. 2-3 
Ejemplo 3-2: Sean 5 = ja. b, c. dj y T = (fi b, d, gl. Se tiene: 


=Т= јас 


Ejemplo 3-3: Sean R el conjunto de los números reales у Q el conjunto de los números racionales Enton- 
ces R — Q es el conjunto de los números irracionales. 


La diferencia de A y B se puede también definir concisamente como 


b 
Observación 2-6: El conjunto A contiene al 4 — B como subconjunto, esto es: 


(4— ВСА 


Observación 2-7: Los conjuntos (4 — B), A N B y (B ~ А) son mutuamente disjuntos, es decir, la 
y intersección de dos cualesquiera es vacía 


A-B 


|xe A, xé Bj 


La diferencia de A y B se denota a veces por 4/B o bien por A ~ B. 


COMPLEMENTO D 
El complemento de un conjunto A es el conjunto de elementos que no pertenecen a 4, es decir, 
la diferencia del conjunto universal U y del A. Se denota el complemento de A por 
а 
Ejemplo 4-1: En el diagrama de Venn de la Fig. 2-4 se ha rayado el complemento de A, o sea el área exte- 
rior а A. Se supone que el conjunto universal Ù es el área del rectángulo 


A' lo rayado 
Fig.2-4 


Ejemplo 4-2: Suponiendo que el conjunto universal U sea el alfabeto, dado 7 = fa, ^. e], entonces 
T = dd. e. f. 


Ejemplo 4-3: Sea E = (2,4. 6, ...]. о sea los números pares. Entonces £' = (1, 3, 5, .. .], que son los 
impares. Aqui se supone que el conjunto universal es'el de los números naturales, 1. 2, 3. 


También se puede definir el complemento de А concisamente así: 
i А = (a |zeU, pA) 
o simplemente: , A = (r|meA] 
Lo que se establece en seguida resulta directamente de la definición del complemento de un 
conjunto. 
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Observación 2-8: La unión de cualquier conjunto A y su complemento A' es el conjunto universal, 


о sea que 
АША = О 
Por otra parte, el conjunto A у su complemento А' son disjuntos, es decir, 
ANA = @ 
Observación 2-9: El complemento del conjunto universal U es el conjunto vacio Ø, y viceversa, o 
sea que: 


U-gyg-U 
Observación 2-10: El complemento del complemento de un conjunto A es el conjunto 4 mismo. Más 
breve: 
(4) =A 
La siguiente observación muestra cómo la diferencia de dos conjuntos podria ser definida por el 


complemento de un conjunto y la intersección de dos conjuntos. En efecto, se tiene la siguiente rela- 
ción fundamental 


Observación 2-11: La diferencia de A y B es igual a la intersección de A y el complemento de 
B, o sea: 
A-B-A(YB 
La demostración de la Observación 2-11 se sigue inmediatamente de las definiciones: 


A- B=|x|xeA. х#В| = {х | хел, xe B] = Avo B 


/ 
OPERACIONES CON CONJUNTOS COMPARABLES 


Las operaciones de unión, intersección, diferencia y complemento tienen propiedades sencillas 
cuando los conjuntos de que se trata son comparables. Se pueden demostrar los teoremas siguientes. 
Teorema 2-1: Sea 4 un subconjunto de В. Entonces la intersección de A y B es precisamente 4. 

es decir: 
A C B implica 4/1 B— A 
Teorema 2-2: Sca 4 un subconjunto de В. Entonces la unión de А y B es precisamente В, es decir: 
АС B implica A U B = B 
Teorema 2-3: Sea 4 un subconjunto de B. Entonces В’ es un subconjunto de 4 , es decir: 
AC B implica B' C A" 


Se ilustra el Teorema 2-3 con los diagramas de Venn de las Figs. 2-5 y 2-6. Nótese que el área de 
A'. 


В do rayado 4' lo, rayado 
Fig. 2-5 Fig.2-6 


Teorema 2-4: Sea А un subconjunto de В. Entonces la unión de A y (B — А) es precisamente В, 
es decir: 


A C B implica AU (B — 4) = B 
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] Problemas resueltos 
UNION 


1. En los diagramas de Venn que siguen, rayar A unión B, o sea A U B: 


O O 
(a) (b) © [C] (d) 


Solución: 
La unión de 4 y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o a B o a ambos. Se rayan 
entonces las áreas de A y de B como sigue: 


Ө 


(b) (с) (d) 
AU B lo rayado 
2. Sea А = 11, 2, 3, 4}, В = (2, 4-6, 8 y C = (3. 4, 5, 6}. Hallar (а) A U B, (b) AUC, 
(c) BU C. (d) BU B. 
Solución: 


Para formar la unión de A y B se reúnen todos los elementos de A con todos los elementos de B. De 
modo que d 


AUB = (1,2,3,4,6,8) 
De igual manera. AUC = (1,2,3,4,5,6) 

BUC = (2,4,6,8,3,5) 

BUB = (2,4,6,8) 


Nótese que B U B es precisamente B. 
3. / Sean A, B y C los conjuntos del Problema 2. Hallar (1) (4 U В) ЈС, (2) A U (BU C). 
Solución: 


(1) Se determina primero AU В = (1,2, 3, 4, 6, 8]. Entonces la unión de 4 U B y C es 
(AU В) ЈС = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 5) 
(2) Se determina primero B U С = (2, 4, 6, 8, 3, 5). Entonces la unión de A y BU Ces 


AU (BU С) = (1, 2, 3, 4, 6,8, 5) 


Nótese que (4 U B)U C = AU (BU C). 
p 


4) Sean el conjunto X = (Tomás, Ricardo, Enrique), el conjunto Y = (Tomás, Marcos, Emilio) 
y 7 = (Marcos, Emilio, Eduardo]. Hallar (a) XU Y, (b) YUZ, (c) XU Z. 
Solución: 
Para hallar YU Y se hace la lista de los nombres de X con los nombres de Y; asi 
X U Y = (Tomás, Ricardo, Enrique, Marcos, Emilio] 
Del mismo modo YU Z = (Tomás, Marcos, Emilio, Eduardo} 
XU Z = (Tomás, Ricardo, Enrique, Marcos, Emilio, Eduardo] 


5. Sean A y В dos conjuntos que no son comparables. Hacer el diagrama lineal de los conjuntos 
A Ву AU B. 
Solución: 
Nótese primeramente, según la Observación 2-2, que A y В son ambos subconjuntos de А U В, es decir, que 
ү 4C(4UB y BC(AUB) 
De acuerdo con esto, el diagrama lineal de A, By AU Bes AUB 


A B 


2 
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Demostrar la Observación 2-2: A y В son subconjuntos de A U В. 
Solución: ` 
Puesto que 4 U B = BU A solo se requiere demostrar que А es subconjunto de 4 U В, esto es, que 
ХЕА implica 10 4 U B. . 

Sea x un elemento de 4. Se sigue entonces que x es elemento de А о de В. es decir, que x c A U 8. Asi 
que 4 C (4U B). 


Demostrar: А = A UA. 


Solución: 

Según la Definición 1-1. hay que demostrar que 4 C (4 U Aly que (4 U A) C. А. Según la Observación 2-2. 
A C (A U A). Sea ahora un x c (A U A). Entonces, según la definición de unión. x & 4 o x c 4: así que x per- 
tenece а 4. Por tanto. (4 U A) С A y. por la Definición 1-1. A = (4 U 4). 


Demostrar: UJA = U. donde U es cl conjunto universal. 
Solución: 


Por la Observación 2-2, U C (U U A). Como todo conjunto es un subconjunto del conjunto universal. 


IU U 4) C. U y la conclusión se sigue de la Definición 1-1. 


Demostrar: Ø UA = 


Solución: 
Por la Observación 2-2, 4 С (4.402 Ø). Sea ahora un x c (4 U Ø). entonces x e 4 0 x £ Ø. Por la definición 
de conjunto vacio, x ё Z: de modo que x c A. Se ha demostrado que x c (4 U Ø) implica x £ 4, es decir. gue 
IAU £2) C. A. Por la Definición 1-1, 4 = Ø U A. 


Demostrar: AU В = Ø implica А = Ø y B= Ø. 


Solución: 
Por la Observación 2-2, A С (4 U 8), es decir, A C Ø. Pero Ø es subconjunto de todo conjunto: en par- 
ticular, Ø С A. Luego, por la Definición 1-1. 4 = Ø. De igual manera se puede demostrar que 8 = 02. 


INTERSECCION 


п. 


En los diagramas де Venn del Problema 1. rayar la intersección de A y B, esto es, de A (^Y B. 
Solución: 

La intersección de 4 y B consiste en el área que es común tanto a А como a B. Para encontrar A (^) B. se 
raya primero «4 con trazos oblicuos hacia la derecha (////) y luego se raya В con trazos oblicuos inclinados a la 
izquierda (\\\\) como se ve en Ja figura: 


Entonces 4 (^) B es el área que tiene los dos rayados, El resultado final, que es 4 ( В. se raya ahora con lineas 
horizontales, como sigue: 


SH € aO (9 


ta) 
AM B lo rayado 


Nótese que 4 (^) B es vacia en (c) en que A y В son disjuntos. 


Л 
“exp. 2] OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS 23 


n, 


13, 


M. 


15. 


18. 


DIFERENCIA 
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Sean А = 11, 2. 3. 4), В = (24, 6 8) y C = (3. 4, 5, 6). Hallar (а) AN B. t6) ANC, 
ic) BNC. (d) BA B. 
Solución: 

Para formar la intersección de A y B se inscriben todos los elementos comunes a A y B; asi A N B = (2,4). 
De igual manera, 4 (1 C = (3, 4), BN C = (4, 6} y BAN B = (2. 4, 6, 8}. Nótese que B (^) В es efectiva- 
mente B. 
Sean А. B у С los conjuntos del Problema 12. Hallar (a) (4N B) (1 C. (^) AN BAC). 
Solución: 
(a) AN B = 12. 4). Asi que la intersección de (2, 4) con C es (4 N BIN C = 14). 
(b) ВГ\С = 14. 61. La intersección de este conjunto con el 4 es {4}, esto es. A N (8N C) = [41 


Nótese que (AN BNC=ANIBNC) 


y 


Sean A y B dos conjuntos no comparables. Hacer el diagrama lineal de 4, B y A AN В. 
Solución: 


Por la Observación 2-4, A (^) Bes ип subconjunto tanto de А como de B, estoes, (А N B) C 4y (A) B) С B. 
De acuerdo con esto se tiene el siguiente diagrama lineal: 


è “м. B 
AnB 
Demostrar la Observación 2-4: A (Y B es un subconjunto de A y de B. 


Solución: 

Sea x un elemento cualquiera de A (^ B. Por definición de la intersección, x pertenece a ambos conjuntos 
А y B; en particular, хє A. Se ha demostrado que x e (4 (^| B) implica хє A, esto es, que (4 (^) B) C A. De 
igual modo, (AN BI C B. 


Demostrar: ANA = 4. 


Solución: 

Por la Observación 2-4, (А ( А) С 4. Sea x un elemento cualquiera de A; entonces es obvio que х perte- 
nece a los conjuntos A y A. es decir, x pertenece a A (^ А. Se demuestra азі que x c A implica x & (4 N A), es 
decir, que A C (4 N 4). Por la Definición 1-1, AN 4 = A. 


Demostrar: U (^ 4 = A, donde U es el conjunto universal. ' 


Solución: 
Por la Observación 2-4, (U (^| А) С A. Sea x un elemento cualquiera de A. Como U es el conjunto univer- 
sal x pertenece también а U. Como x € А y x € U. por la definición de. intersección, хє (U (^| 4). Se ha demos- 
trado que x £ A implica x e (U N А). es decir. que se ha demostrado que A С (0 N 4). Por la Definición 1-1, 
UNA=A. 
Demostrar: A NØ = Ø. 
Solución: 
Por la Observación 2-4, (4 N Ø) 


С @. Pero el conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto; en par- 
ticular, Ø С A N Ø. Por tanto, AND = 


Ø. 


Sea А = (1. 2, 3, 4), В = {2, 4, 6. 8} y C = 13. 4. 5, 6). Hallar (а) (4 — B). (b) (C — А), 

(0) (B — C), (d) (B — A). (e) (8 — B). 

Solución: 

(a) El conjunto 4 — B consiste en los elementos de 4 que no están en В. Como A = 11. 2. 3. 4 y 2,488, 
entonces 4 — B = 11,3). 

(^) ¿Los únicos elementos de С que no están en А son 5 y 6: por tanto, C — A = (5. 6j. 

€) B-C-128..() В— А = {6,8}. (е) 8 — B = Ø 
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20. En los diagramas de Venn del Problema 1. rayar 4 menos B, o sea A — B. 
Solución: 


En cada caso el conjunto 4 — B consiste en los elementos de 'А que no están en В, es decir, el área en A 
que no está en la de В. i 


ie) (4) 


A — Blo rayado 


Nótese que. como en (с), 4 — B = Asi А y B son disjuntos. Nótese también que, como en (d), А — B = Ø 

si A es subconjunto de B. 
21. Dados dos conjuntos A y B no comparables. construir el diagrama lineal de los conjuntos 

A. B. (A — В), (B — A). Ø y el universal U. 
Solución: 

Notar primero, según la Observación 2-6. que (4 — B) С A y que (B — A) С B. 

Como Ø es subconjunto de todo conjunto y como, por la Observación 2-7, (4 — B) y (B — 4) no son com- 
parables, se puede trazar primero 


A-B B-A 
imd 


Сото A D (4 — B) y B D (B — А), se añaden A y B al diagrama como sigue: 
і B 
A-B B-A 
DS 
Como U contiene a todo conjunto, se completa el diagrama asi: 
U. 
A N 
A B 
A-B В-А 
Уо 


Si no se incluyera U o Ø en el diagrama, entonces el diagrama lifieal no se cerraria. 


22. Demostrar la Observación 2-6: (4 — B) C А. 
Solución: 
Sea x cualquier elemento del conjunto 4 — В. Por definición de diferencia, x c A y x B; en particular, 
х pertenece a A. Se ha demostrado que x c (4 — B) implica хє A; es decir, que (4 — B) C А. 


23. Demostrar: (4 — В) 0 B = Ø. 
Solución: 
Sea x perteneciente a (A — B) (^ B. Por la definición de intersección, x = (4 — В) y x£ B. Pero por la de- 
finición de diferencia, xe A y x £ B. Como no hay ningún elemento que cumpla х= B y x£ B, entonces 
(4- В) В = Ø. 


COMPLEMENTO 

24. Sean U= 11, 2, 3...., 8, 9), A = {1, 2, 3, 4}, B = (2, 4, 6,8) y C = (3, 4,5, 6). Hallar 
(a) A', (b) B’, (c) (AMC), (d) (4 U BY, (е) (4). 0) (B — CY. 
Solución: 


(a) El conjunto A' consiste en los elementos que están en U pero no en A. Por tanto, A’ = 15, 6, 7, 8, 9). 
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(6) 
(с) 
4) 
(е) 
[Ш] 


OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS 25 


El conjunto de los elementos de U que no están en B es B’ = (1,3, 5, 7, 9]. 
(А N C) = (3, 4] y entonces (A N CY = (1.2, 5, 6, 7, 8, 9]. 
(4 U B) = (1,2, 3. 4, 6, 8] y entonces (4 U BY = 15.7, 9). 
A' = (5. 6, 7, 8, 9) y entonces (4'Y = (1, 2, 3. 4}, es decir, (4' 
(B — C) = (2, 8) y entonces (B — CY = (1, 3.4, 5,6, 7, 9). 


* 25. Enel diagrama de Venn siguiente, rayar (a) В’, (b) (A U 8). (c) (B — AY. (d) A' N B. 


Solución: 


(а) 


(6) 


(с) 


td) 


і 


Como 8". complemento de B, consta de los elementos que no están en В. se raya el área exterior a В. 


B' lo rayado 


Primero se raya el área A U B; luego, (А U B) es el área exterior a (4 U B). 


A U B lo rayado (4 U BY lo rayado 


Primero se raya B — A; y asi (B — A) es el área exterior a B — A. 
1 
Y 


B — A lo rayado 


Primero se raya A”, el área exterior a A, con trazos oblicuos inclinados a la derecha (2) y 
trazos oblicuos inclinados a la izquierda \). entonces 4” Гу B' resulta ser el área con doble 


A' y В con doble rayado A'N В lo rayado 
Nótese que el área de (4 U В) es la misma que la de 4' N B'. 
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26. Demostrar el Teorema de De Morgan: (4 U BY = A'N B'. 


Solución: . 
Sea x £ (4 U BY ; asi, pues. x no pertenece a A U B. Por tanto, x£ A y x £ B. es decir. xe A' y xe B’ y. 
рог la definición de intersección, x pertenece a A’ f) B'. Se ha demostrado que x e (4 U B)' implica x € (4' N B'). 


Ee Opein aque AU BY CIAN BO 


Sea ahora y E A` (^) B'; entonces y pertenece a A' e y pertenece а B'. Asi que r A e v£ B y. por tanto. 
véAU B. o sea que re (4 U BY. Queda demostrado que r e (A^ N B') implica y € (4 U BY. es decir. que 


QGUOBICOUB' 
Por consiguiente, por la Definición 1-1, (4 (1 8) = (A U BY. 


PROBLEMAS DIVERSOS 


27. Sean U = la. b, c. d, e]. A = la. b. d] y B — ¡b, d. e). Hallar (a) A U B. (^) BO A. (с) В. 
(d) B — A, (e) A N B. C) AU B', (Е) A (В. (h) В — А". (i) (4 OY B (7) (4 U B^). 


Solución: 
(a) La unión de A y B consta de los elementos de 4 y los elementos de В, es decir. AU B = ja, b. d. ej 

(b) La intersección de А y B consta de los elementos que son comunes a A y В, es decir, 4 N B = |^. di 
(c) El complemento de В consta de las letras que están en U pero no en В: asi que B' = (а, c] 

(d) El conjunto B — A está formado por los elementos de В que no están en A. esto es. B — A = je; 


te) lc et y B = |5, d, e): asi que A N B = le]. 
(7 la, b. d} у B = la. c}: asi que A U B' = (a, b, c, d]. 
(e) le, e] y В = ja, cj; entonces 4 N B = {0} 


h) B — 4 = (а). ; 
(i) Según (b). A N B = (5. d]; luego (4 N BY = la. c. e}. 
U) Según (a). A U B = a. b, d, e}; luego (4 U BY = |с}. 


28. Enel diagrama de Venn que sigue, rayar (1) A N (BU C), (2) AN BUANO.B)ALVIBNC) 
(4) AUBINIAUC) 


Solución: 


(1) Primero rayar А con trazos inclinados a la derecha y rayar B U С con trazos inclinados a la izquierda; en- 
tonces 4 ( (B U С) es el área con doble rayado 


4 y BU C aparecen rayados A (B U C) lo rayado 


(2) Primero rayar A (^) B con trazos inclinados a la derecha y A (^) C con trazos inclinados a la izquierda; en- 
tonces (А ( B) U (А (^ C) resulta ser el área total rayada como se muestra en seguida. 
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AN By ANC lo rayado (AN B) U IA N CI lo rayado 


Nótese que 4 (В ОС) = (А В) С) 


(3) Primero se raya A con trazos inclinados а la derecha y se raya B (^| С con trazos inclinados а la izquierda: 
asi resulta ser 4 U (BN C) el área total rayada. 


A y BM С lo rayado * A U (LB N С) lo rayado 


(4) Primero se raya А U B con trazos inclinados a la derecha y se raya A U С con trazos inclinados a la iz- 
quierda: (4 U B) Y (4 U C) es el área con doble rayado. 


AU Ву A UC lo rayado (4 U B) N (4 U C) lo rayado 
Nótese que 4 U (BN C) = (AU BDN (AU C). 


29. Demostrar: B — A es un subconjunto de 4'. 
Solución: 
Sea x perteneciente a B — A. Entonces x £ B y x ¢ A; por tanto, x es elemento de 4". 
Como х# B – A implica x £ A'. B — A es subconjunto de A". 
30. Demostrar: B- A'=BNMA. 


Solución: 
B-A' э de ЕВ, e AY > {> er zc A1 = BnA. 


Problemas propuestos 


31. Sea el conjunto universal U = (а, b, c. d, e, f.g} y sean A = la. b, c, d, ej, B = (а, c, e, g} y C = (b. e. f. 8). 
Hallar: è 


a) ALC (3) C-B (5) 4'-B (1) (AC (9) (4 - By 
(2) ВпА а) B (6) B'ucC (8) CNA (10) (Anay 
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32 
эз. 


м. 


35. 


32 


33. 
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Demostrar: Si A (^ B = Ø, entonces АС B. 
En los diagramas de Venn que siguen, rayar (1) V N W. (2) W°, (3) W — V. (4) VU WS) С\Й”. (б — И”. 


ta) (b) 
Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos no vacios 4. В у С de modo que A. B y C tengan las siguientes ca- 
racterísticas: 


(1) ACB, CB, AnC = 0 (3) АСС, А С, BOC- Y 

(2 ACB, CB, AnC e бй (4) Ас(ВпС), ВСС, C4 B, Av € 
Determinar: 

ma Ol (MULA и ALA 
2) ACA Ч ОСА ШЕМ BALA qui OSA. 


| Completar las siguientes afirmaciones insertando С. D о ne (no comparables) entre cada par de conjuntos. Aqui 


A y B son conjuntos arbitrarios. 

(ФАА (Зл... EA (5) A' A Hh 

mA АОВ mA AOR (mA B-A 

La fórmula 4 В = 4(^ B' puede definir la diferencia de dos conjuntos mediante las solas operaciones de 
intersección y complemento. Encontrar una fórmula que defina la unión de dos conjuntos, 4 U B. mediante 
estas dos operaciones de intersección y complemento. 

Demostrar: A — B es un subconjunto de 4 U В. 


Demostrar el Teorema 2-1: A С B implica AN 8 = 
Demostrar: Si A (^) B = Ø. entonces BN A` = B. 
Demostrar cl Teorema 2-2: А С B implica AU B = B. 
Demostrar: =F = В – А. 

Demostrar el Teorema 2-3: A С В implica ВС 
Demostrar: Si 4 (1 В = Qj, entonces AU B' = 
Demostrar: (A N By = А'\)В' 

Demostrar el Teorema 2-4: 4 С B implica A U (8 - 4) = B. 


Respuestas а los problemas propuestos 


(d P e ibn we ih (0) € Abrera (uu hd, fog 
(2) (aeri [ET (6) фур! (OU la, es di [SO 


Demostración: Sea x e 4. Como А y В son disjuntos, x £ B: luego x pertenece a 8”. Queda demostrado que x & 
implica x e H', es decir, que 4 C В. 


uen d) un 


(б) 


ГУИ" lo rayado 


1 AH lo rayado 


an 


И” lo rayado YU W lo rayado 


^ — И" lo rayado 
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(v 


VA W lo rayado 


() Q0) (5) 


(6) 


17 = W lo rayado 


W' lo rayado 


36. (DA (24 (BU (9A HØ HØ MU (807 (94 (109 
3%. (05 (25 (325 (0C (5ne (6) пе 


37. AUB = (A'n By. 


Capítulo 3 


Conjuntos de números 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


Aunque la teoria de conjuntos es completamente general, en la matemática elemental se encuen- 
tran ya conjuntos importantes que son conjuntos de números. De particular interés, en especial en el 
análisis, es el conjunto de los números reales, que se denota por 


R 


En este capítulo se supone de hecho, al menos que se diga otra cosa, que el conjunto universal es el con- 
junto de los números reales. Se revisarán en primer lugar algunas propiedades elementales de los nú- 
meros reales antes de aplicar los principios fundamentales de la teoría de conjuntos a conjuntos de 
números. El conjunto de los números reales con sus propiedades se llama el sistema de los números 
reales. 


NUMEROS REALES, R 


Una de las propiedades más importantes de los números reales es el poderlos representar por pun- 
tos de una línea recta. Como en la Fig. 3-1, se elige un punto llamado origen, para representar el 0, y 
otro punto, por lo común a la derecha, para representar el 1. Resulta así de manera natural una co- 
rrespondencia entre los puntos de la recta y los números reales, es decir, que cada punto representa un 
número real único y que cada número real viene representado por un punto único. Llamando a esta recta 
la recta real, podrán emplearse uno por otro los conceptos de punto y de número. 


е=2718... 


Fig. 3-1 


Los números a la derecha del 0, o sea al mismo lado que el 1, son los llamados números po. 
y los números a la izquierda del 0 son los llamados números negativos. El 0 mismo no es ni positivo ni 
negativo. 


ENTEROS, Z 
Los enteros son los números reales 
—3, -2, -1,0,1,2,3,... 
Se denotan los enteros por 7; así que se escribe 
Z-—4.3 2 ШУК di 25 
30 ` 
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Propiedad importante de los enteros es que son «cerrados» respecto de las operaciones de adición, 
multiplicación y sustracción; es decir, que la suma, producto y diferencia de dos enteros es a su vez un 
entero. Nótese que el cociente de dos enteros, por ejemplo, 3 y 7, no es necesariamente un entero; asi 
que los enteros no son cerrados respecto de la operación división. 


NUMEROS RACIONALES, Q 


Los números racionales son los reales que se pueden expresar como razón de dos enteros. Se de- 
nota el conjunto de los números racionales por Q. así que, 


О = {х|х = рід donde peZ.q£Z) 
Obsérvese que todo entero es un número racional, ya que, рог ejemplo, 5 = 5/1; por tanto, Z es un 
subconjunto de Q. 
Los números racionales son cerrados no solo respecto de las operaciones de adición, multiplica- 
ción y sustracción. sino también respecto de la división (excepto por 0). Es decir, que suma, produc- 


to, diferencia y cociente (excepto por 0) de dos números racionales es un número racional nue- 
vamente. 


NUMEROS NATURALES, N 


Los números naturales son los enteros ро: 
rales рог №; así que: 


vos. Se denota el conjunto de los números natu- 


N=(1,2,3....] 


Los números naturales fueron el primer sistema de números que se formó y se les usaba primor- 
dialmente antes para contar. Nótense las relaciones siguientes entre los anteriores sistemas de números: 


NCZCQCR 


Los números naturales son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación so- 
lamente. La diferencia y el cociente de dos números naturales no es necesariamente un número natural. 

Los números primos son los naturales p, excluido el 1, que solo son divisibles por 1 y por p mismo. 
He aquí los primeros nümeros primos: 


Y 8555, 1 1 13:17: 19; o 


NUMEROS IRRACIONALES, Q' 


Los números irracionales son los reales que no son racionales. esto es, el conjunto de los números 
irracionales es cl complemento del conjunto de los números racionales О en los números reales Ё: 
por eso se denotan los números irracionales por Q'. Ejemplos de números irracionales son 


v3. т. 4/2. еш, 


DIAGRAMA LINEAL DE LOS SISTEMAS NUMERICOS 


La Fig. 3-2 siguiente es un diagrama lineal de los distintos conjuntos de nümeros vistos hasta ahora. 
(Para que quede completo. se incluye en el diagrama el conjunto de los nümeros complejos, que son 
los de la forma u + hi. con a y b reales. Obsérvese que el conjunto de los números complejos es un su- 
perconjmio del conjunto de los números reales.) 
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Numeros complejos 


Numeros rea 


> cer 


Numeros racionales 


Enteros 1 


[33 — LE 
S 


Fig.3-2 


DECIMALES Y 


JMEROS REALES 


Todo nümero real se puede representar por un «decimal con infinitas cifras». La representación 
decimal de un número racional p/g se encuentra «dividiendo el numerador p por el denominador q». 
Si la división dicha se acaba. como en 


0.375 
se escribe 3/8 = 0.375000 . 
o bien 3/8 — 0,374999 . 


Si la división p por q no acaba, se sabe entonces que hay un tramo de cifras que se repite continuamen- 
te; por ejemplo 


2/11 = 0,181818 . 


Ahora bien. lo que caracteriza a los nümeros reales respecto de los decimales, es que en tanto que 
los nümeros racionales corresponden precisamente a los decimales en que se repite continuamente un 
tramo de cifras, los números irracionales corresponden a los otros decimales de infinitas cifras. 


DESIGUALDADES 


Se introduce el concepto de «orden» en el sistema de los nümeros reales por la 


Definición: El número real a es menor que el número real b, lo que se escribe: 


a<b 


si b — a es un número posi 


Se pueden demostrar las propiedades siguientes de la relación a < b. Sean los números reales a, 
b y c; entonces 


O bien a < b, o a = b, o b < a. 

Si a < b, y b < с, entonces a < c. 

Si a < b, entonces a c < b +c. 

Si a < b y c es positivo, entonces ac < be. 
Si a < b y c es negativo, entonces be < ac. 
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Geométricamente, si a < b el punto a sobre la recta real está a la izquierda del punto b. 
También se indica a < 5 por b>a 
lo que se lee « es mavor que a». Asimismo, se escribe 
asb o b=a 
si a < В o а = b, es decir, si a no es mayor que b. 


Ejemplo 1-1: 2 < 5; 62 —3y424:5» —8. 


Ejemplo 1-2: La notación x « 5 significa que x es wn número real menor que 5; así que x está a la izquier- 
da de 5 en la recta real. 


La notación 2 < x < 7 significa 2 < x y x < 7: con lo que x estará entre 2 y 7 en la 
recta real. 


Observación 3-1: Es de notar que el concepto de orden, o sea la relación а < Р. se define mediante 
el concepto de número positivo. La propiedad fundamental de los números positi- 
vos que se utiliza para demostrar propiedades de la relación a « 5, es que tales 
nümeros son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación, hecho 
que, además, está ligado íntimamente al de que los nümeros naturales también 
son cerrados respecto de las operaciones de adición y multiplicación. 


Observación 3-2: Son ciertas las afirmaciones siguientes para a, b y с números reales cualesquiera: 


(l) a za. 
(2) Si a =b y b <a entonces a = б. 
(3 Si a = Б y Ь < с entonces а = c. 


VALOR ABSOLUTO 


El valor absoluto de un número real x. denotado por 


se define г 


e 0] 
"irc 


es decir. que si x es positivo о cero. entonces |x| es igual a x. y si x es negativo. entonces |x| es 
igual a — x. En consecuencia. el valor absoluto de cualquier nümero es siempre no negativo, esto es, 
|x| = 0 para todo xc А. 

Desde el punto de vista geométrico, el valor absoluto des x es la distancia del punto x de la recta 
real al origen, esto es. al punto 0. Asimismo, la distancia entre dos puntos cualesquiera, o sea entre dos 
números reales и y b. es |a — b| = |b — al. 

Ejemplo 2-1: [| =7. |- 
-|-s|- 
Ejemplo 2-2: La relación || <5 

significa que la distancia entre x y el origen es menor que 5. esto es, que x debe estar entre 
— 5 y 5 sobre la recta real. Dicho de otro modo: 


1-1 = 


bes у -5<x<5 
tienen el mismo significado. De modo análogo 
Mes y Seres 


significan lo mismo. 
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INTERVALOS 


Examínense los siguientes conjuntos de número! 


As 


Nótese que los cuatro conjuntos contienen solamente los puntos que están entre 2 y 5 con las excepcio- 
nes posibles de 2 y/o 5. Estos conjuntos se llaman intervalos y los números 2 y $ son los extremos de 
cada intervalo. Por otra parte, 4, es un jntervalo abierto. pues no contiene los extremos: 4, es un iter- 
valo cerrado, ya que contiene ambos extremos. y 4, y 4, son abierto-cerrado y cerrado-abierto, res- 
pectivamente. 


Ai ir|[2«z«5] 
As le 2-725 
An (2 5) 

| | 


rr ¡2=r<5 


Se representan gráficamente estos conjuntos sobre la recta real como sigue: 


+ 4 + + + + + -  _  — — o — 
-5 -4 -3 -2 =i 0 1 2 3 4 5 6 
En 
4 + + + + + + 4 ——————————e-———-—— 
5 4 -3 -2 E o 1 2 3 4 5 5 
A: 
I——À + — t + + a —1— 
-b 4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 
As 
+ + + + + M-— —_—— ———Á 
= -2 =i 0 1 2 3 4 5 6 
As 


Obsérvese que en cada diagrama se encierran con un círculo los extremos 2 y 5 y que se repinta el seg- 
mento entre los puntos dichos. Cuando un intervalo incluye un extremo, esto se hace ver llenando el 
círculo del extremo 

Como los intervalos aparecen con mucha frecuencia eg las matemáticas, se emplea generalmente 


una notación abreviada para designar intervalos. Por ejemplo, los intervalos anteriores se denotan, 
a veces, por 


5[ 
5] 
,5] 
ER 

Nótese que se usa un corchete al revés para designar un extremo abierto, es decir, un extremo que no 
pertenece al intervalo, y que se usa un corchete para designar un extremo cerrado. 


PROPIEDADES DE LOS INTERVALC 


Sea . la familia de todos los intervalos de la ri real. Se incluyen en 4 el conjunto vacío @ y 
los puntos а = [а, a]. Tienen entonces los intervalos las propiedades siguientes: 


(1) La intersección de dos intervalos es un intervalo, es decir: 
Ae, Bc. implica AN Be 
(2) La unión de dos intervalos no disjuntos es un intervalo, es decir 
Ав, BEI, АГҮВ 4 implica AU Be. 
(3) La diferencia de dos intervalos no comparables es un intervalo, es decir: 
At, Ве 7, AG B. ВО А implica A — Be 4 
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CONJUNTOS DE NUMEROS 


Ejemplo 3-1; Scan А 24, B — (3,8) b monas 


INFERVALOS INFINITOS 


ЯВ = 0.4. 00 B = |2. 8| 
1 B3] в-а [а к 
Los conjuntos de la forma 
A Qao EM 
B qp qup, 
U = (л c3), 
D te pes d 
E pao К Ч] 


se laman interralos infinitos y se les denota tambien. por 


A 


Se representan 


ld В=[2, -[ C=t-%,3) D=]-x%,4l. E-i-*» 


estos intervalos infinitos sobre la recta real como sigue 


A ОЛЕНИ ЕНИН. "——— 
-4 a -2 -1 o 1 2 3 4 
esta reputado 
C — TT —— ——————- 
4 3 -2 -1 o 1 2 3 П 
Best терті 
я _ __>—>__—  _ =D 
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 i 
Cesta repito 
И __- +:--==+= 4 — 
E E 2 E 0 1 2 a 4 
Presta терини 


CONJUNTOS 


Бема терини 


ACOTADOS Y МО ACOTADOS 


^ 


Sea 4 un conjunto de números; se dice que 4 es un conjunto acotado si A es subconjunto de un 


intervalo finito. 
Definición 3 


Una definición equivalente de acotación es 
El conjunto 4 es acotado si existe un número positivo M. tal que 


рага todo x & A. Un conjunto se dice по acotado st no es acotado 


Nótese que, entonces, 4 es un subconjunto del intervalo finito [ — M. M. 


Ejemplo 4-1: Sea 4 = |1. 1/2, 1/3, ...j. 4 es acotado, pues es un subconjunto del intervalo. ce- 


rrado [0. 1] 


Ejemplo 4-2: Sea 4 = 12,9,6,...j. 4 es un conjunto no acotado. 
Ejemplo 4-3: El conjunto A = 17, 350, —473, 2322, 42; es acotado. 


Observación 3-3: 


Si un conjunto А es finito, entonces es necesa 


Ejemplo 4-2, 


riamente acotado. Si un conjunto es 
infinito, puede ser acotado, como en el Ejemplo 4-1. o no acotado, como en el 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


Еп los problemas siguientes, R, О, О', Z, N y P designan, respectivamente, los números reales, 
racionales, irracionales, enteros, naturales y primos. 


1. Entre lo que sigue, decir qué es verdadero y qué falso. 


(1) TEN (11) yB+N 
(2) Vr Q (12) vie Q 
(3) 4e Z (13) -2+ Z 
(4) 9r P (14) e R 
(5) 3*Q ( (15) Y AR 
Solución: 


(4) Falso. N solo contiene los enteros positivos, — 7 es negativo. 

(2) Cierto. 4/2 no se puede expresar como razón de dos enteros. asi que yy 2 no es racional 
(3) Cierto. 7, el conjuntó de los enteros. contiene todos los enteros, positivos y negativos, 
(4) Falso. 3 divide a 9, así que 9 no es primo. 

(5) Falso. л no es racional ni tampoco Зл 

16) Cierto. Los números racionales incluyen a los enteros, Asi, —6 = (6/1), 

(7) Cierto. 11 no tiene divisores excepto 11 y 1; asi que 11 es primo 

(8) Falso. $ no es entero. 


(9) Falso. /—5 по es un número real: por tanto. en particular, no es un número irracional 
(10) Cierto. un número real. 
(11) Cierto. 
(12) Falso. ,/9/4 = 3/2 que es racional 
(13) Cierto. Z consta de los enteros positivos y negativos. 
(14) Cierto. л es real y también lo es zz 


2 que es un entero positivo. 


(15) Falso. 4 = 2i no es real 


2. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos R, N y Q'. 


Solució 
М y Q' son ambos subconjuntos de R. Pero N y Q' no son comparables. Según esto, el diagrama lineal es 


N Q' 
3. ¿A cuáles de los conjuntos R, О. Q'. Z. N y P pertenece cada uno de los números siguientes? 
(1) = 3/4. (2) 13, (3) 42 


Solución: 

(D) —3/4 c Q. de los números racionales. ya que és la razón de dos enteros —3 y 4. Asimismo, — 34 c R, ya 
que QC R 

(2) 13€ P, porque los únicos divisores de 13 son 13 y 1. 13 pertenece también a N, Z. Q y R. pues Р es 


subconjunto de cada uno de éstos. 


(з) 7 no es un número real; asi, pues, no pertenece a ninguno de los conjuntos dados 


4. Dados Е = |2,4,6 ... | y F=41,3,5,...j. ¿son 
(1) adición, (2) multiplicación? 


y F cerrados respecto de las operaciones de 


Solución: 

U) La suma de dos números pares es par: por tanto. E es cerrado respecto de la operación adición. La suma 
de dos nümeros impares no es impar; luego F no es cerrado respecto de la operación de adición 

(2) El producto de dos números pares es par, y el producto de dos números impares es impar: luego ambos £ 
y F son cerrados respecto de la operación multiplicaci 
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* 5. De los conjuntos R, О. О", Z. N y P. ¿cuáles no son cerrados respecto de las operaciones de 
(1) adición, (2) sustracción? 
Solución: 
(1 Q' y P. Por ejemplo. —/26 Q' y /26Q' pero 2 + 1/2 = 0£Qu3ePyScP pero 3 + 5 - КЕР 


(21 07. Му P. Por ejemplo. 4/20". pero /2 — 4/2 - 0£Q 3&N y 7E N, pero 37 AEN ТЕР 
y3eP.pero7 3 = 48Р. 


DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


6. Valiéndose de la notación, 


scribir las afirmaciones siguientes: 


(l) а es menor que ^ (4) a no es menor que P 

(2) а no es mayor o igual que 5. (5) а es mayor o igual que ^ 
(3) a es menor o igual que Б. (6) а no es mayor que P^ 
Solución: 


Recuérdese que un trazo vertical и oblicuo que atraviesa un signo indica el significado opuesto del signo 
Se escribe 


(Ша, (Dath (3a: b, (ash, Da b. —(6) ath, 
7. Insertar entre los siguientes pares de números el signo adecuado: <, > o 
(1) à 9 (3) 3°... (5) 9 
(2) -4....-8 (4) 5. 16) 2 
Solución: 
Se escribe a < b si b — a es positivo, a > h si h — a es negativo y a = b si b — a = 0. Entonces 
з 9?, (2) -4 В, (393-7, ( 5-3, (5)-9, (б) 


*8. Demostrar: Siacbybz«c.esa < с 
Solución: 


Por definición, a < h y b < c significan que c — ^ es positivo y que ^ — а también lo es. Como la suma 
de dos nümeros positivos es positiva, 
(6-а) + (с — Ьу = с а 


es positivo. Así que. por definición. а < « 


9. Demostrar: Si a < b, entonces a+ c « + с 
Solución : 
Obsérvese que 
(рве) ае) Ба 


que. por hipótesis. es positivo. Entonces a + c < 


10. Escribir las siguientes relaciones geométricas entre números reales con la notación de las des- 
igualdades: 


(1) v está a la derecha de 8. (3) y está entre —3 y 7. 
(2) z está a la izquierda de 0. (4) w está entre 5 y 1. 
Solución: 


Recuérdese que a < Б significa que a está a la izquier 
(1) r7 80tambien 8 < y. 

(2) =<0 

(3) —3« x y x < 7. o más brevemente, —3 < x < 7. 
(4) 5 > шуш > 1. о bien w < 5y 1 < и. O también 1 < ш < 5. No es costumbre escribir 5 > w > 1 


de ^ sobre la recta real. De acuerdo con esto, 
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11. Dar la definición precisa de la función valor absoluto, es decir. definir 


Solución: 
Por definición, 


EXTLT 
l1 мх < 0. 


zi 


12. Dado |x| = 0. Averiguar x. 


e en cuenta que el valor absoluto de un número es siempre no negativo, es decir, que para todo nù- 
mero x, |x| = 0. Por hipótesis. |x] = 0: por tanto. |x| = 0. Por consiguiente, x = 0. 


13. Calcular: 


q)8-5 (6) Espeja 1 

(2) 1-3+5 (7) 2-5 4-7 

(3) 1-3-5, (8) 13 +1-1-4 3- [8 
(4) |-21- -6 9)|-2;- -6! 

(5) 8-71 - 1-5! (10) 1-1-5 

Solución: 

a) 3-5] |-21 2 

(2) |-3+ 5] m 2 

(3) 1-3-5 1-8 8 

(4) |-3| - |-6| 2-6 = 

(5) [3-7 5| 4| i 4-5 -1 

(6) |-8] +13 — 1] 8+ 2] = 8t 2 - 10 

(0 12-5 - 4-7 l-3! - = 3-3 ° 

(8) 13+ |]-1- 4£ —3- |-8| = 13 * –5| |-8 134 58-3- 8 1 
(9) | ¡-21 - 1-61 128) 1-41 4 

uo [1-51 [es] = 5 


14. Escribir de manera que x quede sola entre los signos de desigualdad : 


(1 3<x-4<8 (3) -9 < 3r < 12 (5) 3 < 2r-5 <7 
(2) -1 <r+3<2 (4) -6 < -2r < 4 (6) -7 < -2r +3 < 5 
Solución: 


(1) Por Py, sümese 4 a cada lado de 3 < x — 4 < 8 pará tener 7 < x < 12. 

(2) Por P, sumar —3 a cada lado de —1 < x + 3 < 2 para tener -4 < v < — 1. 

(3) Por P,. muluplicar cada lado de —9 < 3x < 12 por $ y se tiene —3 < x < 4. 

(4) Por Ру. multiplicar cada lado de —6 < -2x < 4 por —} invirtiendo las desigualdades, resulta 
-2< <3 

15) Sumar 5 a cada lado de 3 < 2x — 5 < 7 con lo que resulta 8 < 2x < 12, Ahora multiplicando por ¿ se 
liencd< x < 6 


(6) Sumar —3 a cada lado de —7 < —2x + 3 < 5 con lo que se obtiene — 10 < —2x < 2. Ahora multpli- 
cando por —} se invierten las desigualdades y resulta —1 < x < 5. 


15. Escribir sin el signo de valor absoluto: 


(0 je «3, (2) 0-2] < 5, (3) 2z43| < 7. 


Solución: 
(1) -3<x<3 
(2) -5«x-2«5 o -3«z«7 


(3 —-7€2z43«7 o -l0«2z«4 o -5<r<2 
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16. Escribir con el signo de valor absoluto: (1) —2 < x < 6, (2)4 < x < 10 
Solución: 
Nótese primero que se escribe la desigualdad de modo que un número y su negativo aparecen en los extre- 
mos de la desigualdad 
(1) Sumar —2 a cada lado de —2 < v < 6 y resulta 
-4<x-2<4 
lo que equivale a 
lx -2|<4 
(2) Sumar —7 a cada lado de 4 < x < 10 y resulta 
-3«x-7«3 


que equivale a 
к= 1<3 


17. Insertar el simbolo adecuado, = о =, entre los siguientes pares de números 


(11... —7, (2) =2...-9, (3)2...8, (4) 3...7. (5) 32...9, (6) 3? -11 
Solución: 

Téngase en cuenta que a £ b es cierto si a < h o si a = b, y que a = b es cierto sia > Рома = bh 
(1) тъ —7. ya que | > —7. 
(2) -22 —9, pues -2 > —9. 
(3) Tanto 2* = 8 como 2? = 8 son ciertos, ya que 2? = 8. 


(4) 3— 7. puesto que 3 < 7 
(5) Tanto 3? = 9 como 3? = 9 son ciertos, porque 3 
(6) 3 — - П, porque 3? > —11 


INTERVALOS 

18. Escribir los intervalos siguientes en forma constructiva conjuntista : 
a) M = [-3. 5 02) S= JB, 80. (3) T =[0. 4], (4) W=]-7. —2]. 
Solución: 


Recuérdese que el corchete invertido significa que el extremo no pertenece al intervalo: y que el corchete 
significa que el extremo pertenece al intervalo. Así, pues 


19. Representar los intervalos R = ]-1,2], S= | 


Solución: 
Para representar R, señálese primero cada extremo suyo —1 y 2 con un circulo 
a + + D- ——9 ~ 
4 EI -2 E 0 1 2 3 4 
Como el extremo 2 pertenece a R. repintar el círculo que rodea el 2: 
—+ Е рф j——e6——— 1i += 
-4 =$ -2 "x LJ 1 2 3 4 
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De la misma manera, 


4 |__-—. d++< 
-4 -3 -2 E o 1 2 3 4 


4 3 -2 a o 1 2 3 4 
Representación de Г 

єе кю Q——emo— 4 
-1 D 1 2 3 4 


Representación de H 


20. Dados los números reales а y b, a < b, construir el diagrama lineal de los cuatro intervalos Ja, [. 
[a, ^]. Ja. ^] y [a. bl. 
Solución: 


El intervalo abierto ja, b[ es un subconjunto de los dos intervalos semiabiertos [a, РС y Ja, В] que, a su 
vez, son subconjuntos del intervalo cerrado [a, ^]. Así, pues. 


21. Sean A = {x |x < 3. B= {x |x 22. C= {x |x = рур = {х|х> —1}. Representar los 
conjuntos sobre la recta real y escribir luego los conjuntos en notación de intervalos. 
Solución: 
Los conjuntos son todos intervalos infinitos. Enciérrese con un circulo el extremo y dibújese una semi- 
rrecta dirigida hacia el lado del extremo en que está el conjunto, como se muestra en seguida: 


4 ] -2 1 o 1 2 3 4 
A 
—+ t m — e—a 
i з -2 1 0 1 2 3 4 
H 
жуы M $9——————————— 
i 3 -2 1 o 1 2 3 4 
c 
+ ме q x= A _ -xAAAAAkN<áKÉ E KK 
4 3 2 1 o 1 2 3 4 
D 


Con la notación de intervalos. los conjuntos se definen así: А = ]— о, 3[, В = [2, +[, C = 
D = ]-1, | Nótese que se usa corchete al revés del lado del símbolo de infinito. 


OPERACIO 


5 CON INTERVALOS 


22. Sean A = [-3. Цу B=[-1, 2]. 
(1) Representar 4 y B sobre la misma recta real. 
(2) Mediante (1), representar A U В, A N B y А — B sobre rectas reales. 
(3) Escribir 4 U B, AN B y 4 — B en notación de intervalos. 
Solución: ` 
(1) Sobre la reci 
izquierda (V 


real, rayar A con trazos inclinados a la derecha (////) y rayar B con trazos inclinados a la 


O e o AS E 
-4 3 2 1 9 1 ? a 4 


A y B rayados 
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23. 


(2) AU B contiene los puntos de cada intervalo, esto es, los puntos rayados en la figura: 


HH 
3 H 


1U B lo repinado 


A (^) B contiene solamente los puntos que están tanto en 4 como en B, o sea los puntos cubiertos con doble 
rayado: 


1 — — A A O 
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 


1O do repintida 


A — B contiene los puntos de А que no están en В, o sea los puntos rayados con //// pero fuera del doble 


A 22 24 t—— 
o 1 2 3 


(3) Los gráficos anteriores indican que 4 U B = [-3. 2], AN B= [-h1[y 4 - B = зт. 


¿En qué casos la unión de dos intervalos disjuntos es un intervalo? 
Solución: 

Primeramente, el extremo derecho de uno de los intervalos debe ser el extremo izquierdo del otro. En se- 
gundo lugar, en el extremo común uno de los intervalos debe ser cerrado y el otro abierto. Por ejemplo, sean 
M =[—3,4| y М = [4. 7[. El extremo derecho de M es el extremo izquierdo de №; y M es abierto en 4 en 
tanto que N es cerrado en 4. MUN = [-3. [YMA N = Ø 
Dibujar sobre la recta real y escribir el conjunto que resulta en notación de intervalos: 
(а) (c пап {а Sota 9] (d) (a | -2< Vi 
(b) {т | 2) U [rr 0) (0 lr] -3=x=0] N [т | -2<x<3) 
(е) (г r=1 m de 2; 
Solución: 
(a) 

La inter: 
i раа 

i з -2 A 0 1 2 3 4 

La unión consta de todos los puntos rayados: éstos forman el conjunto ]— x, æf, toda la recta real 

ia ИШЕНИШ IOI PIPS TIPIT CEROVIC, CECE 
1 3 2 1 0 1 2 З 1 

La intersección es el conjunto vacío. ya que no hay puntos con doble rayado. es decir, no hay ningún pun- 

Lo que esté en ambos intervalos. 
uh ARANA RADA — 34 — 

4 Li ? 1 0 1 2 3 1 

La unión es el intervalo infinito ]— x, 3]. 

a) pe 


1 a 2 -1 o 1 2 n 4 


La inter 
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CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


25. Decir cuáles de los conjuntos que siguen son acotados o no acotados. 


(a) {x |x<3) (4) w es potencia positiva de 2; 

(b) 11,3 (o) ‚5, › 

(e) 18°“ ! [m 1, 1/2, - 1/2, 1/3, -1/3, 1/4, ...! 
Solución: 


(a) Este conjunto no es acotado, pues hay números negativos cuyo valor absoluto es arbitrariamente grande 
De hecho. este conjunto es un intervalo infinito | — æ, 3. que no puede estar contenido en un intervalo finito 


icotado. 


(b) Este conjunto, el de los números impares, no es 
(e) Aunque los números de este conjunto son muy grandes, el conjunto es acotado, sin embargo, porque es 
finito. Se le puede acotar con el número mayor 


(d) Fl conjunto de las potencias positivas de 2. que son 2, 4, 8, 16... ... es un conjunto no acotado 


nente los dos números 2 y 5, es acotado 


(e) Como este conjunto contiene si 
17) Si bien en este conjunto hay un número infinito de números, el conjunto es acotado, ya que ciertamente se 
contiene en el intervalo [ — 1. 1] 


26. 51 dos conjuntos W y 1 son acotados. ¿qué se puede decir de la unión y de la intersección de estos 
conjuntos? 
Solución: 
Tanto la unión como la intersección de conjuntos acotados son acotadas. 


27. Si dos conjuntos R y S no son acotados, ¿qué se puede decir de la unión y de la intersección de 
estos conjuntos? 
Solución: 
La unión de R y S debe ser no 
acotada. Por ejemplo, si R = | x. 3[ 
valo finito y. por tanto, acotado, [ —2. 
y. por tanto, no acotada; es el interv 


cotada, pero la intersección de R y S podria ser ya acotada, ya no 
y S =[-2 = [. la intei лоп de estos intervalos infinitos es el inter- 
Ap Pero si R = |3, æl y S = [—2. æl, la intersección resulta infinita 
o 13, el 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 
28. Entre lo que sigue decir que es cierto y que es falso 
зем Бітер m 


1.0 i) vos N 


(11) 2/34 Z 
122,0 


(2342 


29. Macer un diagrama lineal de los conjuntos R. Z. Q y P 


30. Entre los conjuntos R. Q. Q`. Z. / 
(2) división (excepto por 0)? 


y P. ¿cuáles no son cerrados respecto de las operaciones de (1) multiplicación, 


31. Dados los conjuntos 


A ; va NI 
H du, wv NY 
€ x Зн. na Z) { 


¿cuáles de estos conjuntos son cerrados respecto de la operación de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación ? 


32. Entre lo que sigue, decir qué es (a) siempre cierto, (^) cierto a veces, (c) nunca cierto, Aqui es a # 0 y Б + 0. 


п) acZ bQ oy ac ba N, C) ai Pob Ps a tbi P. 
(2) аер, br Q у abi Q. (€) aN, bv QU y abi 
(3) ac N, bi Z у abi Zo 7) акй, bv Q y albi N. 


(4) ac N, b. Q' y abr Q. 48) ar P, br Z y b/av ©. 


CAP. 3] CONJUNTOS DE NUMEROS 43 


DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


33. Escribir las afirmaciones siguientes con la notación de orden: 


(1) x no es mayor que y. (3) r no es menor que y. 
(2) El valor absoluto de x es menor que 4. 14) res mayor o igual que £. 

34. Entre los siguientes pares de números insertar el simbolo correcto: <, > о =. siendo x un número real cual- 
quiera 
(15 8 2 19 Пай 
(2) ||....—8 Ө) — x 1 2 5 


35. Escribir las relaciones geométricas entre los números utilizando la notación de las desigualdades 


(1) a està a la derecha de b. (2) y está a la izquierda de v. (3) лема entre ~$ y —8 
36. Calcular 

a) и-т [I (7) (3-8) - 2-1 

(2) |-4- 7| ibi |2—3 el ЕП 3 |—9| 

[NE i) 214 1-5 e 25) |1- 9] 


37. Escribir de modo que x quede sola entre los signos de desigualdad: 


И) -2x p= 4 i3) -12< 4x < -8 (5) -1 3<5 
(0) -5 < t2" (4) 4 <- 10 (6) -3 < 5-25 < 7 
38. Escribir sin el signo de valor absoluto: 
dir 8, (D) 38 (3) 2e d! < В, 
39. Escribir con el signo de valor absoluto: 
(0) -3< x <9, (2)2= r~ 8, (3-73 | 


40. Demostrar Ps: Sia < b y c es negativo, entonces be < ac. (Nota: Se da por sentado que el producto de un nú- 
mero negativo y un nümero positivo es negativo.) 


INTERVALOS 
41. Escribir los siguientes intervalos en forma constructiva: 
A-[-x1[L B=[1,2) C-]-13] D-]-42X 


42. Entre los conjuntos del Problema 41, ¿cuál es (1) un intervalo abierto, (2) un intervalo cerrado? 
43. Representar los conjuntos del Problema 41 sobre la recta real. 
` 
44. Escribir los siguientes intervalos infinitos con la notación de intervalos: 
R = (51275 2), S = [rjr >-1} T {бее N 
45. Representar los conjuntos del Problema 44 sobre la recta real. 


46. Sean A = [-4:2[. B = ]- 1. 6f, C =`]—‹. 1]. Hallar y escribir con notación de intervalos 


(0 AUB (3) А – В (5) AUC A-C 9) BUC aj B-C 
(2) AnB 14) BA (6) ANC (8) C-A (10) BOC (12) С-В 


CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


47. Escribir cada uno de los siguientes conjuntos en forma tabular y decir cuáles son acotados y cuáles no acotados. 


= (pr нк NI 


E = dror-ünnaeN| б = (е (а 
ir | ес М, у < 2576) 


F = {х\х=%',нЕ М H = 


48. ¿Son las afirmaciones siguientes (a) siempre ciertas, (b) a veces ciertas, (c) nunca ciertas? 


(1) Si A es finito, А es acotado. (3) Si A es un subconjunto de [ —23, 79], A es finito. 
(2) Si A es infinito, A es acotado. (4) Si A es un subconjunto de [ —23. 79], A es no acotado. 
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Respuestas a los problemas propuestos 


(р F, (2›У. i3 F, (41 F, i8) У. (61 V. (71 V. i8) F, 19) F, (10) V, (11) F, (12) V 


R 
p se 


7 

| 

(1) Q'yP. (2) Q.Z. МУР. 

0) By 0) С. 0) A.ByC. 

(1) Cierto a veces. (3) Siempre cierto. (5) А veces cierto. (7) A veces cierto. 
(2) Nunca cierto. 14) Nunca cierto. 16) Siempre cierto. (8) Siempre cierto. 
d cBy (@ r<A (r&y (4) r=t 

mM ор B= w< (5< 6 M 8> 


Муоз огра (0) r<y (3) -8ra 5 


n3 (211 Em 57 в IMA (8)6 (94 
0*1 < 7 (3) -3< 3 <-2 (5) 1<x< 
(e. -T 1 2 (6) -1<1<4 


De 


Como a < b. h — a es positivo. Como c es negativo, el producto (^ — а)с = bc — ac es también negativo; luego 
ac = he es positivo, es decir, hc < ac. 


А = {х зоос 
В = įr 15.0270) D 


D'es un intervalo abierto y B es un intervalo cerrado. 


HAS Y с — ———— 
-4 -3 -2 ч 0 1 ? 1 4 A -3 -2 33 0 10 2 3 
A lo repintado С lo repintado 
—— eM —— GA A ADA 
-4 зз -2 -1 0 14 23 з 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 8 
B lo repintado D lo repintado 
-%.2]. S -Mx[T- 


R lo repintado 


n—— M!  — —  — 


4 3 2 1 0 1 2 3 4 
5 lo repintado 
"— A ЕНЕ А + А 
4 -3 2 1 0 1 2 3 4 


T lo repintado 


AUC BUC = ]-x. e. 
AQC B(YC- J-1. 1] А 
А-С в-С=]!.6[ 
€-4 C=-B=]-w,-1] 
Acotado. Acotado. 
-.4. No acotado, ‚ 2574, 2575). Acotado, 


(1) Siempre cierta. (2) Cierta а veces. 43) Cierta а veces. (4) Nunca cierta. 


Capítulo 4 


Funciones 
DEFINICION DE FUNCION 


51 a cada elemento de un conjunto A se le hace corresponder de algún modo un elemento único 
de un conjunto В, se dice que esa correspondencia es una función. Denotando esta correspondencia 
por f. se escribe 

f:A- B 
que se lee «f es una función de А en B». El conjunto 4 se Пата dominio de definición + de la función f. 
y B se llama codominio f de f. Por otra parte, si сЕ A. el elemento de B que le corresponde a a se llama 
imagen de a y se denota por 
fta) 
que se lee «/ de a». 
He aquí unos cuantos ejemplos aclaratorios de funciones. 


Ejemplo 1-1: Sea / el hacer corresponder a cada número real su cuadrado, esto es. рага cada número real 
y sea ftv) = x* Dominio de definición y codominio de f son ambos los números reales, de 
modo que se puede escribir 


La imagen de — 3 es 9; se puede escribir tambien 3) = 9,01 14 


Sea / el asignar a cada país del mundo su ciudad capital. Aqui el dominio de / es el conjunto 
de países del mundo: el codominio de f es el conjunto de ciudades capitales del mundo. La 
imagen de Francia es París, o sea que /iFrancia) = París 
Ejemplo 1-3: Sean 4 = (0, b, c. di y B = (a. h, с}. Definase una función / de 4 en 8 por la corresponden 
«а fla) = b, fib) fic) = e y fidi ^. Según esta definición. la imagen por ejemplo 
de $ es e. 
Ejemplo 1-4: Sea 4 = |l. 1). Sea / la función que hace corresponder a cada número racional de R el 
número |, y a cada número irracional de R el número — 1. Entonces / R 4, y / se defini- 
ria concisamente 


Ejemplo 


fi dw oes racional 
1-19 ves irracional 


Scan 4 үзг}. y fo A + B la definida por el diagrama 


Ejemplo 1-5 


f En lo sucesivo se dirá simplemente dominio en vez de dominio de definición cuando no haya peligro de confusion 

{ La nomenclatura más generalizada hoy en di 

Dados dos conjuntos A. de «partida», у B. de «llegada», se llama función / de 4 en В. lo que se escribe f: A> B, una re 
lación que vincula a un elemento xc A un elemento único ук В. Este clemento vr В se dice que «corresponde» al ve A y 
se llama imagen del x por la función f, cosa que se indica escribiendo + = /() 

El conjunto X de los elementos x £ A que tienen imagen en B se llama dominio de definición de la funcion / y es claro que 
Y C A; en caso de ser Y = 4 se dice que la función es una aplicación de 4 en B. 

El conjunto Y de los clementos y £ B que son imagen de elementos x г; 4 se llama отит de imagenes de la unción / y es cla 
ro que Y C B: si B es un conjunto de números se dice con preferencia que Y es el dominio de valores de f 

Dominio de definición es. pues, lo que se llama dominio, а secas. en las obras inglesas (domain), y conjunto de llegada 
es allí el codominio (co-domam), en tanto que el dominio de imágenes o de valores es el llamado «ambito» (range) en estos li- 
bros. Las funciones inyectivas se decían antes biunivocas (one-one), calificación hoy abandonada por no corresponder brunivoca 
à un sustantivo, lo que si ocurre con inyectiva, que corresponde a inyección. las sobreyectivas se llamaban funciones sobre (onto). 
con el mismo inconveniente. La nomenclatura expuesta en esta nota es bourbakista y es recomendable por su precisión. No obs. 
tante, téngase en cuenta lo dicho aquí al leer obras inglesas o alemanas anteriores a 1955. La palabra aplicación. por ejemplo. 
la usan algunos indistintamente con la palabra función: otros reservan función para las aplicaciones numéricas 


es ésta 
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Obsérvese que las funciones de los Ejemplos 1-1 y 1-4 vienen definidas por fórmulas característi- 
cas. Pero no siempre tiene que ser así, por lo quese ve en los otros ejemplos. Las reglas de correspon- 
dencia que definen las funciones pueden ser diagramas como en el Ejemplo 1-5, pueden ser geográficas 
como en el Ejemplo 1-2, o bien, cuando el dominio es finito, la correspondencia puede ser enunciada 
para cada elemento del dominio, como ocurre en el Ejemplo 1-3. 


APLICACIONES, OPERADORES, TRANSFORMACIONES 
Si A y B son conjuntos en general, no necesariamente conjuntos de números, se dice por lo común 
que una función / de A en В es una aplicación de A en B; y la notación 
b f:A>B 
se lee entonces «f aplica A en B». Se puede simbolizar también una aplicación, o función, f de 4 en B por 


AB 
о por el diagrama O) f C5 


Si dominio y codominio de una función f son el mismo conjunto, por ejemplo, 


ГАЗА 
es frecuente entonces llamar a f operador о transformación sobre А. Como se verá luego, los operadores 
son casos especiales importantes de funciones. 


FUNCIONES IGUALES 


Si f y g son funciones definidas en el mismo dominio D y si fla) = gta) para todo a € D, entonces 
las funciones / y g son iguales y se escribe 
Ј= в 
Ejemplo 2-1: Sea fix) = iendo x un número real. Sea g(x) = x^, siendo x un número complejo. En- 
tonces f no es igual а р. pues tienen dominios diferentes. 
Ejemplo 2-2: Sea la función f definida por el diagrama 


Sea ahora una función g definida por la fórmula g(x) = x^, siendo el dominio de g el con- 
junto 11, 2]. Entonces f = g. pues ambas tienen el mismo dominio de definición y tanto / 
como g asignan la misma imagen a cada elemento del dominio. 

Scan f: R —› R y к: R — R. Supóngase que f está definida por f(x) y que g lo está por 
gu y?. Entonces f y g son funciones iguales. es decir. f = g. Obsérvese que x e y son sim- 
plemente variables mudas en las fórmulas que definen las funciones. 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION+ 


Sea f una aplicación de А en B, es decir, sea f: А — B. No es preciso que todo elemento de B sea 
imagen de un elemento de 4. Ahora bien, el conjunto de los elementos de B que son imágenes de un 
elemento de 4 por lo menos. se llama dominio de imágenes de f. Se simboliza el dominio de imágenes 
de f: A — В por fi) 


Es de observar que /(44) es un subconjunto de В. 


Ejemplo 3-1: Sea la función f: R — R definida por la fórmula fix) = x). El dominio de imágenes de f 
es el conjunto de los números positivos y el cero. 
Ejemplo 3-2: Sea /: А — B la función del Ejemplo 1-3. Entonces ДИ) = (^. ci 


+ Cuando el codominio es un conjunto de números se dice con preferencia dominio de valores. 
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FUNCIONES INYECTIVASt 


Sea f una aplicación de A en B. Entonces f se dice invectiva si elementos distintos de B correspon- 
den a elementos distintos de A, es decir, si dos elementos distintos de A tienen imágenes distintas. Dicho 
brevemente, f: A — В es inyectiva si f(a) = /(а') implica a = a’, o lo que es lo mismo, si а + а' im- 
plica fa) + fla"). 

Ejemplo 4-1: Sea la función /: R — R definida por la fórmula f(x) = х2. f no es inyectiva, pues /(2 
10-2) = 4. о sea que dos números reales diferentes, 2 y —2. tienen la misma imagen. el nù- 
mero 4. 

Ejemplo 4-2: Sea la función f: К — R definida por la fórmula fix) = x^. / es una aplicación inyectiva 
puesto que los cubos de dos números reales distintos son distintos ellos mismos. 


Ejemplo 4-3: La función / que asigna a cada país del mundo su ciudad capital es inyectiva, ya que paises 
distintos tienen capitales diferentes, es decir. ninguna ciudad es la capital de dos paises di- 
ferentes. 


FUNCIONES SOBREYECTIVAS * 


Sea f una función de A en B. El dominio de imágenes /(4) de la función fes un subconjunto de B. 
esto ез. /(4) С B. Si f(A) = B. es decir, si todo elemento de В es imagen de al menos un elemento de 
А. se dice entonces que «f es una función sobrevectiva de A en B» o que / es una función de A sobre B», 
о bien que «f aplica A sobre Bv. 

Ejemplo 5-1: Sea la función f: R — R definida por la fórmula f(x) = х2. / no es sobreyectiva porque los 
números negativos no aparecen en el dominio de imágenes de /, esto es. ningún número ne- 
gativo es cuadrado de un número real 

Ejemplo 5-2: Sca f: 4 — 8 la función del Ejemplo 1-3. Nótese que flA) = |^. c1. Como В = la, P. c. 
el dominio de imágenes de / no es igual al codominio, es decir. / no es sobreyectiva 

Ejemplo 5-3: Sea /: 4 — B la función del Ejemplo 1-5. Nótese que 

CIO = {лг = В 
esto es, que el dominio de imágenes de / es igual al codominio В. Asi. pues. / aplica A sobre 
В, o sea que f es una aplicación sobreyectiva 


FUNCION IDENTICA 

Sea A un conjunto cualquiera. La función f : 4 — A, definida por fix) = х, o sea la función f que 
hace corresponder a cada elemento de А el mismo elemento. se llama función idéntica o transformación 
idéntica sobre A. Se la denota por | о también рог 1,. 


FUNCIONES CONSTANTES 


Una función / de A en В se llama función constante si a cada elemento de A se le asigna el mismo 
elemento he В. O dicho de otro modo: f : A — B es una función constante si el dominio de imágenes 
de f consta de un elemento solamente. 


Ejemplo 6-1: Sca f la función definida por el diagrama 


L^ 


Г no es entonces una función constante. pues el dominio de imágenes consta de los dos ele- 


mentos | y 2. 


Ejemplo 6-2: Sca / la función definida por el diagrama 
/ es una función constante. puesto que 3 se le hace corresponder a todo elemento de A. 


+ Véase nota preliminar. 
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Ejemplo 6-3: Sea /: R — R definida por la fórmula f(x) == 5: f ев una función constante, ya que a todo 
elemento le corresponde 5. 


FUNCION PRODUCTO COMPOSICION 
Sea f una función de A en B y sea g una función de B, el codominio de /, en С, como se ilustra en 


Sea a £ A; su imagen f(a) está en B, que es el dominio de definición de g. De acuerdo con esto. se puede 
encontrar la imagen de f(a) por la aplicación g, es decir, se puede hallar g(f(a)). Así se tiene, pues, que 
a cada elemento a є А se hace corresponder un elemento g(/(a)) e C. En otras palabras, se tiene una fun- 
ción de A en C. Esta nueva función se llama función producto composición, o simplemente función pro- 
ductot de f y g y se denota por 

(0°) o (gf) 
Más brevemente. si f: A — B y g: B — С, se define una función (є f): 4 — С рог 

(g ° fila) = ga) 
Se usa aqui = para significar «igual por definición». Ahora se puede completar el diagrama: 


9 те e 


pepe 
Ejemplo 7-1: Sean f: 4.— B y g: B — C definidas por los diagramas 
A f B y с 


[ÉL 


Calculando (g /) : A — C por la definición: 
(g ° fia) 90а) = giy) = t 
(0° №06) = Ф) = 002) = т 
gema = gifte) = gn = t 
Nótese que la función (g > /) es баков а «seguir la flecha» desde A а С еп los diagramas 
de las funciones f y g. 
Ejemplo 7-2: A cada número real hágasele corresponder por f'su cuadrado. es decir. sea f(x) = 
a cada número real hágasele corresponder por g ese mismo número más 3. es decir. s 
(х) = х + 3. Entonces 
(£292) = #002) = /(5) = 25, 
(0° 0) = 00302) = 004) = 7 
Nótese que las funciones producto {g - f) y (/- g) no son la misma función. Calculando una 
fórmula genera) para estas funciones producto resulta: 
egr) = figir) j+ (© +3# = лбн 
(д ° Me) СТАРА gi) “+3 
Observación 4-1: Sea f: 4 — B. Entonces 
ье y fel-f 
o sea que el producto de cualquier función y la función idéntica es la función 
misma. 


Ahora 
а 


+ O función compuesta, preferentemente. 
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ASOCIATIVIDAD DE PRODUCTOS DE FUNCIONES 


Sean f: A > B. g : B C y h: C — D. Entonces, como se muestra en la Fig 4-1. se pueden for- 
mar las funciones producto (е /):4— С. y lah (е 7:4 D. 


А Воде — 


Рів. 4-1 
Asimismo, como se ilustra en la Fig. 4-2, se puede formar la función producto Лее: В — D y luego 
la función (A+ g) f: A —> D. 


S DER ымы ре. 


E _ (ко) E 
Fig.4-2 
Ambas ho (g &/) y (Л өк) e/ son funciones de 4 en D. Un teorema fundamental sobre las funciones 
afirma que estas funciones son iguales, a saber: 
Teorema 4-1: Scan / A В 9g: BC у АС D. Entonces 
(Ао 0) еј = Һә (е) 
En vista de este Teorema 4-1, se puede escribir 
hoyof:A= D 

sin ningún paréntesis 


IMAGEN RECIPROCA DE UNA FUNCION 
Sea f una función de А en В. y sea b £ R. Entonces la imaven reciproca de b. que se denota por 
чь) 
consiste en los elementos de A que están aplicados sobre b, esto es, de aquellos elementos de 4 que tienen 
a b por imagen. Dicho más brevemente: si f: 4 — В, entonces 


f'(b) = {x | zeA, f(x) = bi 
Nótese que f” '(b) es siempre un subconjunto de A. Se lee f ' «f reciproca». 
Ejemplo 8-1: Sea la función f: A — В definida por el diagrama 


Entonces f^! (х) = (5, e}, pues tanto b como c tienen a л por imagen. Asi también, 
17? (y) = {a}. ya que solo a se aplica en y. La reciproca de :./ ' (2). es el conjunto vacio 
Ø, ya que ningún elemento de A se aplica en =. 

Ejemplo 8-2: Sea f: А — К, siendo R los números reales, definida por la fórmula fix) = х2, Entonces 
[7 (4) = (2, —2), puesto que 4 es la imagen de 2 y de —2 y no hay otro número real cuyo 
cuadrado sea cuatro. Nótese que f”! (—3) = Ø. ya que no hay elemento de R cuyo cua- * 
drado sea —3. 
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Ejemplo 8-3: Sea f una función de los números complejos en los números complejos. estando f definida 
por la fórmula f(t) = x?. Entonces f~ * (3) = 1/34. —/3 i], ya que el cuadrado de cada 
uno de estos números es — 3 
Es de notar que las funciones de los Ejemplos 8-2 y 8-3 son diferentes a pesar de que estén defini- 
das por la misma fórmula. 
Generalizando ahora la definición de recíproca de una función. sea f: 4 — B y sea D un subcon- 
junto de 8, es decir, D С B. El conjunto de los elementos de A que se aplican sobre algún elemento de D 
es la recíproca de D por la aplicación f y se denota por / '(D). Más brevemente: 


f(D) = (e | zeA у(х) вру 
Ejemplo 9-1: Sea la función /: A ~» B definida por el diagrama 
A B 
> 

Aqui f~ ' ([r. sj) = {у}, ya que solamente v se aplica en r o s. Del mismo modo / lr, (1) = 

[x, y, z} = A, pues todo elemento de А tiene por imagen го г. 
Ejemplo 9-2: Sea /: А — R definida por Дх) = x?. y sea 

D = (49 = tr ,4=x- 9 
Entonces 
Fo ic! 3227-2-00 27 х = 3} 


Ejemplo 9-3: Sea f: А — B una función cualquiera. Aquí f~’ (8) = A. pues cada elemento de А tiene 
su imagen en В. Si f(A) designa el dominio de imágenes de la función f. entonces 


ГОА) = A 
Además. si b є В, entonces 
Pb) = PY) 


Aqui f 7! tiene dos sentidos: como recíproca de un elemento de В у como reciproca de un 
subconjunto de B. 


FUNCION RECIPROCA 

Sea f una función de A en В. En general, f” '(b) puede tener más de un elemento o aún ser el con- 
junto vacio 27. Ahora bien aiii A —-B-esauna función inyectiva y sobreyectiva, entonces рага cada 
be В, la recíproca f~ '(h) consta de un solo elemento de A. Se tiene entonces una correspondencia que 
asigna a cada b€ B un elemento único f~ '(b) de A. Asi que, entonces, f~ ' es una función de Ben A y 
se puede escribir: ГеВ» А 
En este caso, cuando f: 4 В es inyectiva y sobreyectiva t, f” * se Пата la función reciproca de la f. 

Ejemplo 10-1: Sea la función /: 4 — B definidte por-el diagrama * e 
A f B 


Nótese que f es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto. existe / '. la función reciproca. Se des- 
cribe /7! : B — А por el diagrama 


B £3 A 


\ а] 


+ La función / se dice entonces biyectiva. 
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Nótese además que si se ponen las flechas en la dirección opuesta en el primer diagrama 
de f se tiene precisamente el diagrama de f~ '. 


Ejemplo 10-2: Sea la función / : 4 — В definida por cl diagrama 
A [ B 


Mee 


Como fla) = v y flc) = y, la función f no es inyectiva. Asi que la función reciproca /^! 
no existe. Como f ' (1) = ja. с} no se pueden asignar a y c al elemento y c В. 

Ejemplo 10-3: Sca /: R — К. definida por Лх) = x". Nótese que f es inyectiva y sobreyectiva, Por tanto, 
/ 


— К existe. Se tiene ciertamente una fórmula que define la función reciproca, 
[i'i ух. 


y 


TEOREMAS SOBRE LA FUNCION RECIPROCA 
Sea una función f: A —› B que tiene una función recíproca f^! : B — A. Se ve entonces por el 


diagrama 
A EO: p» 
th = 


que se puede formar la función producto de composición (f”' /) que aplica А en A, y se ve por el 


diagrama 
a 


< (r 


que se puede formar el producto de composición (/+ f~ ' ) que aplica B еп B. Los teoremas fundamen- 

tales sobre la función reciproca son: 
Teorema 4-2: Sca la función f: А — B inyectiva y sobreyectiva, o sea que la función reciproca 
f ': B — A existe. Entonces el producto de composición 
(f 'ofyA- A 

es la función idéntica sobre A, y el producto de composición 
(fof-'):B -B 

es la función idéntica sobre B. 

Teorema 4-3: Sean f: 4 — B y е: В —› A. Si la función producto de composición (g » f): 4 — A es 
la función idéntica sobre A y si (/ g): B — B es la función idéntica sobre B, g es la - 
función recíproca de f, es decir, g = f '. 

Ambas condiciones son necesarias en el Teorema 4-3, como se ve en el 
Ejemplo 11-1: Sean 4 = {х,у} y B = (а, b, 
sigue, 


|. Definida una función f: 4 — B por el diagrama (a) que 


[><] |> 
(а) (b) 
definase una función g : 8 — A por el diagrama (5) anterior. 
Calculando ahora (g /): А — A. se tiene 
(оо Da = au) go cor 19 ° My) güüm = gia) = y 
Por tanto, la función producto (g · f) es la función idéntica sobre А. Pero g no es la función 


reciproca de f porque la función producto (/ - g) no es la función idéntica sobre B, ya que 
f no es una función sobreyectiva. 
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Problemas resueltos . 


DEFINICION DE FUNCION 


1. En los diagramas que siguen, decir cuándo se define o no una función de A = (a, Б. cj en 
В = ix y. 21.7 


[m b (3) 


Solución: 


(1) No. Al elemento ^ £ 4 no le corresponde nada. 


(2) No. Al elemento с £ 4 le corresponden dos elementos, x y z; y en una función, а un elemento del dominio 
solo le puede corresponder un elemento 


(3) Sí. En una función bien puede el mismo elemento del codominio corresponder a más de un elemento del 
dominio 


2. Dar una fórmula para definir las siguientes funciones: 
(1) A cada número real asignarle por f, su cubo. 
(2) A cada número real asignarle por f; el número 5. 
(3) Hacer corresponder a todo número positivo por f; su cuadrado, y a los otros números rea- 
les por f, el número 4. 


Solución: 
(1). La función /,. que es una aplicación de R en А, queda definida por f, (x) = х^. 
(2) Como f, atribuye el 5 a cada número, se puede definir por /; (x) = 5. 
(3) Ya que hay dos correspondencias diferentes para definir /;, se define /, asi: 
_ [t siz>0 
hi = {4 saso 
3. ¿Cuál de los enunciados que siguen es diferente de los otros y por qué? 

(1) f es una función de А en В. (3) f:x-f(x)  -(5) f es una aplicación de 4 en В. 
(2) /:4=B. (4) 4 2 B. 
Solución: 


(3) es diferente de los otros, pues no se dice allí cuál es el dominio y cuál el codominio, en tanto que en 
todos los otros se declara que А es el dominio y que B es el codominio. 


4. Definida una función en el intervalo cerrado 
(1) /(4), (2) 703). (3) ftt — 3). 


2 =х =8 por f(x) = X^, averiguar 


Solución: 

(y Да) = = 16. 

(21 f(—3) carece de sentido, es decir, no está definida porque —3 no está en el dominio de la función. 

(з) fü — 3)= (1-31 = P — 61 + 9. Pero esta fórmula es cierta solamente cuando / — 3 pertenece al do- 


minio, es decir. cuando —2 = / — 3 = 8. O sea que г debe cumplir 1 = (— 11 


5. Sea la función f: А — R definida por 


ЯТ 1 si x es racional 
fæ) = 4-1 si ves irracional 
(a) Expresar f verbalmente. (b) Hallar f(3), /(л), /(2,1313...)у N/D. 


Solución: 
(a) La función f asigna el número 1 a todo número racional у el número — 1 a todo número irracional. 
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(b) Como } es racional, f(4) = 1. Siendo х irracional. f(x) = —1. Como 2.1313... es un decimal periódico. . 
que representa un número racional. /(2.1313...) = 1. Y como y/2 es irracional. fi/2) = —1 


6. Sea la función f: А — R definida por 
[31 «8 
E si -2=.- 3 


2143 4r--2 
Hallar (a) /(2), (Б) 4), (с) f(— 1). (d) f(—3). 


Solución: 
la) Como 2 pertenece al intervalo cerrado [ –2, 3] vale la fórmula f(x) = x^ — 2. Asi que /i2) = 2? — 


2=4-2=2 
(h) Como 4 pertenece a (3, 20), vale la fórmula f(x) = 3x — 1. Asi que f(4) = 304) 
(c). Como —1 está en el intervalo [—2, 3], se aplica la fórmula fix) = x? — 2. Hecho el cálculo, 0-1) = 
(12-2 =1-2,= 1, 


fla) = 


1 12 1 П 


(d) Siendo — 3 menor que - 3 pertenece al ]— 0, —2[ y se aplica la fórmula f(x) = 2x + 3, Asi que enton- 
ces.f(-3) = 2(-3) + 32 -6 + 3 = —3 
a definido una función / aunque se utilicen tres fórmulas para definir a f. No se 


Nótese que solamente se 
ha de confundir fórmulas con funciones. 
7. Sean los conjuntos А = fa, b, cj y B = |1, 0j. ¿Cuántas funciones diferentes de 4 en В hay y cuá- 
les son? 


Solución: 
Representando con diagramas todas las funciones posibles de 4 en В se tiene asignando а cada elemento 


de 4 el 1 o el 0. pero no los dos: 


Hay ocho funciones. 


DOMINIO DE IMAGENES DE UNA FUNCION 
8. Sea A = |l, 2. 3. 4, 5}. Definir una función f : A — A por el diagrama 


¿Cuál es el dominio de imágenes de la función /? 


Solución: 
Ei dominio de imágenes consta de todos los puntos imagen. Como solo los nümeros 2. 3 y 5 son imágenes, 
el dominio de imágenes de f es el conjunto {2, 3, 5). 
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Con W = fa, b, c. dj. definase una función fde W en W por fla) = 
Hallar el dominio de imágenes de la función f: W — W. 


Solución 


Como el dominio de imágenes de f es el conjunto de elementos que son imágenes y solamente a y c apare- 
cen como imágenes de elementos de W, entonces el dominio de imágenes de / es fa. c. 


fib) = c. fic) = a, fid) = a. 


. 0, 1, 2j y la función ; 


— R definida asi 
gir) = at 1 

Hallar el dominio de imágenes de g. 

Solución: 


Calculando la imagen de 


а elemento de 1: 


g(-2) = (241 =44+1=5 
gs) (1+1 = 141 = 2 
900) (0): +1 = 0+1 = 1 
gu (my +1 i44 2 
(27 +1 441-5 


asi que el dominio de imágenes (o de valores) de g es el conjunto 15, 2, 1. 2. 5]. es decir, el conjunto [5 


Cada una de las siguientes fórmulas define una función de R en R. Determinar el dominio de valo- 
res de cada una. 


(1) f(x) = x", (2) glr) = vna, — (3) h(x) 


Solución: 


(1) Todo número real « tiene raiz cúbica real Y a; luego 


Var = (Va =a 
Es decir, el dominio de valores de / es todo el conjunto de los números reales. 
(2) El seno de todo número real pertenece al intervalo cerrado [ — 1, 1]. O sea que todo número de este inter 
valo será el seno de algún número real. En consecuencia. el dominio de valores de g es el intervalo СЯ! 


Sumando 1 al cuadrado de todo número real se tiene el conjunto de los números mayores o iguales que 1 
O sea que el dominio de valores de /t es el intervalo infinito [1. ж]. 


FUNCIONES IGUALES 


12. 


Sean las funciones /,. /5. fs. fa Че R еп R definidas asi: 


(а) f(x) (е) falz) = z 


(b) feu) =y (d) fi asignando a cada número real su cuadrado 


Entre estas funciones, ¿cuáles son iguales? 
Solución: 


Todas son iguales entre si. Las letras son simplemente variables mudas. Cada función asigna el mismo nú- 
mero a todo número real 


Scan las funciones f. g y h definidas por 
(а) f(x) = x donde 0 = 
(b) gly) = y donde 2=y=8 
(с) h(z) = E donde ze R 


¿Cuáles de estas funciones son iguales? 
Solución: 


No las hay iguales. Si bien se enuncian las mismas correspondencias. los dominios son diferentes. Asi que 
las funciones son distintas. 


САР, 4] FUNCIONES 


A 
^ 


FUNCIONES INYECTIVAS 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


Sea А = ju, h. c. d, ej у B el conjunto de letras del alfabeto, Definidas las funciones /. есу Л de 
А en B por: 

(1) fta) 2 v, ftb) сп, ер s n, Pid) S Y, fie — e 

(2) (ad) - a, gb zc, g(e) g e, uid zr, gie 

(3) HO - zy yo ea hd) man He m cz. 

Decir si son o no inyectivas. 

Solución: 

Téngase en cuenta que para und función ser inyectiva, "distintos elementos del dominio han de tener dis- 

lintas imágenes 

11) fno es inyectiva, puesto que asigna r tanto a ш como a d, es decir, flu) = f(d) = 

(2) ges inyectiva. 

13). fr no es inyectiva porque Alu) = hte). 

Entre las siguientes funciones, decir cuáles son inyectivas y cuáles no. 

(1) A cada persona que vive en la tierra asignarle el número de sus años. 

(2) A cada país del mundo hacerle corresponder el número de sus habitantes. 

(3) A todo libro escrito por un solo autor, asignarle el autor. 

(4) А todo pais del mundo que tiene primer ministro, hacerle corresponder su primer ministro, 
Solución: 
_11) Muchas personas tienen la misma edad, asi que esta función no es inyectiva. 

(2) Si bien es posible que das países tengan la misma población, las. estadisticas muestran hoy que esto no es 

usi: así que esta función es inyectiva. 

(3) Dos libros diferentes pueden seb del mismo autor, asi que esta función no ез inyectiva, 

14) Dos países distintos no pueden tener el mismo primer ministro: la función es inyectiva, 

Sean A = [-1,1]=[x|-1<x<1),B = [1,3]y С = [-3p1]. Sean las funciones f, : A — R, 
f:B=R y f}: C —› R definidas así: A'cada número le corresponde su cuadrado. ¿Cuáles son 
inyectivas? 

Solución: 

La función /, : 4 — R no es inyectiva porque /, (3) = f, (— $h o sea que dos números distintos del dominio 
tienen la misma imagen. - 

La función /,:B=R es inyectiva porque los cuadrados de números positivos diferentes son 
diferentes 

Igualmente, /, : C — R es inyectiva porque los cuadrados de números negativos diferentes son diferentes. 

Nótese una vez más que una fórmula por si misma no define una función. Ya se ha visto que la misma 
Tórmula define fúnciones distintas con propiedades diferentes. 

Hallar el intervalo «más amplio» D en que la fórmula fix) = x? define una función inyectiva. 
Solución: 

En tanto que el intervalo D contenga bien números positivos, bien números negativos, pero no de ambos, 
la función será inyectiva. Asi que D puede ser el intervalo infinito [0, x[ o el ]— x, 0]. Pueden darse otros 
intervalos infinitos en los cuales f sea'inyectiva. pero serían subconjuntos de alguno de estos dos. 

¿Puede ser inyectiva una función constante? 


Solución: - 
Si el dominio de una función consta de un solo elemento, la función será constante e inyectiva. 


s6 


19. 


20. 


FUNCIONES [САР. 4 


¿Sobre qué conjuntos A la función idéntica -1,: A — A es inyectiva? 
Solución: 
A puede ser cualquier conjunto. La función idéntica es siempre inyectiva. 
En el Problema 7 se enunciaron todas las funciones posibles de 4 = ja, b, cj en B = |1, 0j. De 


estas funciones, ¿cuáles son inyectivas? 


Solución: 
Ninguna lo es. E 


cada función, por lo menos dos elementos tienen la misma imagen 


FUNCIONES SOBREYECTIVAS 


21. 


22. 


Sea f : A — B. Hallar f(A), es decir, el dominio de imágenes de f, si fes una función sobreyectiva 
Solución: 

Si f es sobreyectiva, entonces todo elemento del codominio de f pertenece al dominio de imágenes; asi que 
ЛА) = В 


En el Problema 8, la función f: А — А ¿es sobreyectiva? 


Solución: 
Los números 1 y 4 del codominio no son imágenes de ningún elemento del dominio: por tanto, f no es una 
función sobreyectiva. O lo que es lo mismo, /(4) 5} es un subconjunto propio de A 


Sea A = [—1, 1]. De las funciones f. g y h de А en A definidas por: 
(0) f(x) = х2, (2) gx) = х?, (3) h(x) = sen x 
¿Cuál es sobreyectiva, si la hay? 
Solución : 
(1) Сото en el dominio de valores de f no hay ningún número negativo, entonces / по es función sobreyectiva 
(2) La función g es sobreyectiva, esto es, g(4) = A 
(3) La función h no es sobreyectiva, pues en 4 no hay ningún número x tal que sen x = 1 


¿Puede ser sobreyectiva una función constante? 


Solución: 
Si el. codominio de una función / cónsta de un solo elemento, entonces f es siempre una función constante 
y es sobreyectiva 


¿Sobre qué conjuntos 4 será sobreyectiva la función idéntica 1,: 4 — A? 


Solución: 
La función idéntica es siempre sobreyectiva, así que A puede ser cualquier conjunto 


En el Problema 7'aparecen todas las funciones posibles de А = [a, b, c} en В = (1.0). Entre éstas, 
¿cuáles son sobreyectivas, si las hay? 
Solución: 

Todas las funciones son sobreyectivas menos /, y fa- 


FUNCIONES PRODUCTO DE COMPOSICION 


27. 


Sean las funciones f: A — B y g: B — C definidas por el diagrama 
A f B Y c 
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28. 


29. 


(a) Encontrar la función producto {е f): A — C. 
(b) Encontrar los dominios de imágenes de f. g y e f. 


Solución: 
(a) Mediante la definición de la función producto se obtiene: 


(goa) = gia = gn = f 


(g ^ni = ҮЛ Ф) ox 
Wee = gute = gp =t 


Obsérvese que se llega al mismo resultado «siguiendo la flecha»: 
ar y>t 
b—ros 
с- yt 
(Б) Según el diagrama. el dominio de imágenes de / es 1x. v! y el de g es іг. s, 1]. Según (a). el dominio de 
imágenes de g fes [s. 1]. Nótese que los dominios de imágenes de g y de ge/ son diferentes. 


Sea A = 11. 2. 3. 4, 5) y sean las funciones f : 4 > А y е: А > A definidas por: 
f0)-8, f(2 = 5, А3) = 3, f4-1 f(5) = 2 
901) = 4, 9(2) = 1, 0(3) = 1, 9/4) = 2, (5) = 3 
Hallar las funciones producto de composición feg y gef. 
Solución: - 
Por la definición de producto de composición de funciones se tiene: 
(/°д)(1) = fg) = f4) = 1 
(f° g2) = fig) = f1) = 3 
(293) = f(gi3) = f) = 3 
(fe g4) = f(g(4)) = f = 5 
(f° g5) = ftg) = f = 3 
Asimismo. 


(ge AD = g(/a) = gi) = 1 
(92/12) = gU(2) = g(5) = 3 
(ge A3) = 968) = già) 1 
(0° /)(4) = gU(4) = 600) = 4 
(g °/)(5) = gU(5) = gi) = 1 
Se ve que las funciones fe g у еду no son iguales. 


Sean las funciones f: R —> R y g: А — R definidas рог: 
f(z) = 2r+1, g(r-z-2 


Dar fórmulas para las funciones producto g- f y f g. 
Solución: 

Calculando primero g f: А — R y teniendo en cuenta que de lo que se trata esencialmente cs de sustituir 
la expresión de f dentro de la fórmula de g. se tiene por la definición del producto de funciones: 

(0° f(x) = (а) = (2х +1) = (2х+1#—2 = 4x! + dr— 1 
Tal vez parezca más familiar el proceso definiendo las funciones asi: 
y = fla) = 2r+1, z= e) = ў -2 

y eliminando y de las dos fórmulas: 


z = y!—2 = (2x - 16 —2 = dx! + 42-1 
Hay que familiarizarse con el primer método, pues es necesario tener en claro que x es solamente una variable 
muda. Calculando ahora f- g: R — R: 


Cogs) = f(gtz)) = f- 2) = 2065-2) 4 1 = 2-3 
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30. 


31. 


32. 


FUNCIONES - [CAP 4 


Scan las funciones f y g sobre los números reales R definidas por 
Е] = 2 t 22-3, g(x) = Sr- 4 

(1) Dar fórmulas para las funciones producto g f y f g. 
(2) Verificar las fórmulas mostrando que (ее /(2) = g(/(2) y que (/ag)2) = (22) 
Solución: 
A) ger) = gifi) = ф(т'+2х—3) = 3(*+2х2—3)—4 = Sz + 6x- 13 

(fog(x) = fate) = f3x-4) = (3r—4) + 2(3x —4) — 3 = 9e- 18у 15 
(2) (g ° f2) = 3(2)* + 6(2) — 13 = 12+ 12-13 = 11 

g((2) = д(2#+92)—3) = 0(5) = 35)-4 = 11 

(ло 00) = N2} — 18(2) +5 = 36-36+5 = 5 

fgi2) = /(3@—4) = Д2) = F + 202) – 3 = 5 


Demostrar: Si f : 4» B es sobreyectiva y si g : В — C es sobreyectiva, entonces la función pro- 
ducto (g /): А — C es también sobreyectiva. 
Solución: 

Sca c un elemento de C. Puesto que g es sobreyectiva, hay un elemento ^ c В tal que (5) = c. Como tam- 
bién f es sobreyectiva, hay un elemento a e A tal que fla) = b. Pero (g /(а) = g(/ta)) = gib) = c. Asi. pues. 
para todo c c C, queda demostrado que hay al menos un elemento a € A tal que (g fla) = c. Por consiguiente, 
& » f es una función sobreyectiva. a o 


Demostrar el Teorema 4-1: Sean /:4>B.g:B>C y h:C — D; entonces 
Dog Г (в) 
Solución: 
Las dos funciones son iguales si hacen corresponder la misma imagen a cada elemento del dominio, es 
decir, si 
(йод) о fix) = (h oiga fi) 
para todo x £ 4. Calculando, 
(дод) ә fz) = (eg) = higi) 


y 
(he (go fix) = hilg о Ma) = h(g(fGo) 


Entonces 
(лод) оу = hotgof) 


IMAGEN RECIPROCA DE UNA FUNCION 


33. 


Sea А = |1, 2, 3, 4, 5}. Dada la función f: А — A definida por, el diagrama 


Hallar (1/20), (3/8), (3) 71 (4, (4) f= (1,2), (5) f *(2,3,4). 

Solución: 

tl) /7* Q) consiste en los elementos cuya imagen es 2. Solo 4 tiene 2 por imagen. así que / ' (2) = 4j. 
(2) f ' G)- Ø, pues 3 no es imagen de ningún elemento del dominio. 

(3) 7770) = 1,3, 5}, pues f(1) = 4, 3) = 4, (5) = 4 y 4 no es la imagen de ningún otro elemento. 
(4) /7! (1, 2) es el conjunto de elementos cuya imagen es 1 ó 2; por consiguiente, /-' |1. 2] = (2. 4j 
(5) f7* (2,3, 4) = (4, 1, 3, $}, puesto que estos números y solo ellos tienen 2, 3 y 4 por imagen. 
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34. 


35. 


Sea la función f: R — R definida por f(x) — x?. Hallar: 

(1) 71025), (2) (79), (39 SOUL 1, 1D), (4) /7 (1-2. 07), (5) 77 (4. 25]. 

Solución: 

U) f Q5) = (5. —5|. pues f(5) = 25 y f(—5) = 25 y ningún otro número tiene por cuadrado 25. 

(2) f 11-9) = Ø, ya que ningún número real tiene por cuadrado —9, о lo que es lo mismo. la ecuación 
x? = —Y no tiene raíz real. 


BS "11D = [71 1] ya que [v] = 1 implica |x?| = 1, es decir, que si x pertenece al | —1. 1], entonces 
fix) = x? también pertenece al [— 1, 1],2 

14) f7* (Qo 20.0] = 107, puesto que 0? = 0.c ]— 2с. 0] y ningún otro número tiene su cuadrado en el ]— x, 0]. 

(5) f * (4. 25]) es el conjunto de números cuyo cuadrado pertenece al [4. 25]. es decir. los números x tales 
que 4 = x? = 25. Así, pues, 


f^(428) = {= | 222950 -55z--2) 


Sea f: A — B. Hallar f^ '(/(4)), es decir, hallar la recíproca del dominio de imágenes de f: 
Solución: 
Como la imagen de cada elemento de A está en el dominio de imágenes de /. 


ГОЛА) = 4 
еп todos los casos. 


FUNCION RECIPROCA 


36. 


38. 


Sean f:4 — B y la función recíproca de f, /-': В — A. Diganse dos propiedades de la 
función f. 


Sea W = |l, 2, 3, 4, 5] y sean las funciones f: W — W, g: W —> W y h: W И definidas por 


los diagramas siguientes: 
А h 
КООМ ná 
E 


(Cuál de estas funciones. si las hay. tiene una función recíproca? 
Solución: 

Para que una función tenga recíproca, debe ser inyectiva y sobreyectiva. Solamente / es inyectiva y sobre- 
yectiva: asi que Л, y solamente л, tiene función reciproca. 


Dado 4 = [—1, 1]. sean las funciones f; fa. f3 y fa de 4 en A definidas por 
0) fix) = x, (2) ft) = x5, (3) fax) = sen x, (4) fatx) = sen }лх 

Decir cuáles de estas funciones tienen о no función recíproca. 

Solución: 

(1) fı no es inyectiva ni sobreyectiva; así que f, carece de reciproca. 


(2) fiesinyectiva, ya que x + yimplica x* + y”. f; es también sobreyectiva. Por tanto. / tiene función reciproca. 
(3) fs es inyectiva. pero no sobreyectiva; por tanto, f, no tiene función recíproca. € 
(4) f, tiene función reciproca porque es inyectiva y sobreyectiva. 
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39. Demostrar: Si f: 4 — B y е: В — C tienen funciones recíprocas /-': B A y g ':Co B. 
entonces la l'unción producto de composición g /: А — C tiene una función reciproca que es 
da ns 
Solución: 

Según el Teorema 4-3. hay que demostrar que 
(tg Soge) — 1 y (дей? '9g 1 


Renterando la aplicación del Teorema 4-1 


ociatiya de la composición de funciones resulta 


gry (go presta tege = у We “enn 
pep = ef —- 1 


Obsérvese que se utiliza la propiedad de que g ' е es la función idéntica y la de que el producto de 1. la fun- 
ción idéntica. y / es f. Análogamente. 


(go no(f tog!) gallego = alo 


1=:1 


40. Sca/: R — А definida por f(x) = 2x — 3. Siendo f inyectiva y sobreyectiva, / tiene una función 
reciproca / 1: R > R. Hallar una fórmula que defina la función recíproca / ' 
Solución: 
Sea y la imagen de x por f. Entonces 
v=flx)= 2x-3 
Por tanto, x será la imagen de y por la función reciproca / '. es decir. 


х= / w) 
Expresando y por y en la anterior ecuación, 
x= (y + 3)2 
Y entonces S у} = (у + 3)2 
es una fórmula que define la función reciproca. Nótese que y es simplemente una variable muda: así que 
f Ax) = (х + 3)/2 


define también la función reciproca. Adem 


esta última expresión es preferible por ser \ la que se acostumbra 
a emplear para definir funciones. 


41. Sea f: А > R definida por f(x) = x^ + 5. Siendo f inyectiva y sobreyectiva, / tiene función re- 
cíproca. Dar una fórmula que defina la /^' 


Solución: 


Expresando a por v: = y? + 5. у > 5- 


Asi que la función reciproca es /^! (x) = {Уу — 5. 


42, Sean 4 = R - 13] y B= А — (lj. Sea la función f: A — B definida por 


cy 2 
fe) = 3 
Asi que f es inyectiva y sobreyectiva. Hallar una fórmula para definir la /^ +. 


Solución: 


Expresando х por v a partir de y 
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PROBLEMAS DIVERSOS 


43. Sea la función f: R > R definida por /(x) = x? — 3x + 2. Hallar: 


(a) 7(—3) (e) f(x?) (0 f(2z—3) (т) f(f(x +1) 

(b) f(2) – f(-4) () ы — 2) G) f(2z -3) + f(z +3) (п) f(x +h)- f(x) 
(e) fan (9) F(x +h) (k) Л — 3x + 2) (о) [f(x + №) — f(zy/h 
(d) (а?) (h) f(x +3) (FU) 

Solución: 
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La función hace corresponder a cada elemento el cuadrado del elemento menos 3 veces el elemento más 2 


(а) f(-3) = (-3* —3(-3) +2 = 9*9 4 2 = 20 

(b) f(2) = (20 — 312) +2 = 0, f(—4) = (-4 — 3(-4) + 2: = 30. Entonces 
f(2)— f(-4) = 0-30 = —30 

(с) fü) = (y – 300) +2 = y – 3р +2 


(d) fa) = (а?) — 3(а% +2 = a*— 3a! +2 

(е) Дат) = (2 — 3007) +2 = zt- За? +2 

Q) и 2) = (и 2) — My—2) +2 = y — 2yz+ z — Зу + 32 + 2 

(g) Ла h) = (+ А) — 3х+А)+2 = 2х2 + 2xh + h*— 832 — 8h + 2 

(h) +3) = (z +3) 3(2+3)4+ 2 = (1146249) 32 9 +2 = х" + 3: +2 


(0 25-3) = (25 — 3) — 3(2x—3) + 2 4r’ — 12r + 9— 6x +9+2 = dz! — 18r +20 
G) Usando (/) e (4) tenemos 


Кх — 3) + f(x--3) = (42* — 182 + 20) + (x° + 3z +2) = 5x! — 152 + 22 


(k) fG?—3r42) = (т®—83®+9)#— 3(®—3х +2) +2 = х' — 621 + 10z* — 3z 
() FUGA) = ja- 3r+2) = zt 62 + 102° — Зх 
(т) ftr - 1) = /[(х+1)#— (+1) 2) = fet +22 + 1323 + 2] 


= Да ж) = ('—-zy—3(82'-2)*2 = x22 2x! + 3042 
(nm) Рага (g), Ах + А) = х* + 2xh 4 h* — Зх — ЗА + 2. De donde 
für h) — f(x) = (а Б 2xh + А2 3z 3h +2) — (3 — 82-2) = 2xh + à! — 3h 
(o) Empleando (л) tenemos 


[fic h) — /(х}]/һ = (2ah+ À—3h)/h = 2x +h—3 


44. Sean ias funciones f: А —^ R y е: R К definidas por f(x) = 2x — 3 y 


glx) = 1+5. Hallar (a) f(5), (b) q(—3), (c) g(£(2)), (d) /(0(8)), (e) o(a — 1), (f) f(g(a— 1), 


(9) 9). (h) fial + 1)), (0 aleta). 


Solución: 

(a) М5) = 2(5)-3 = 10-3 = 7 
(b g(-3) = (-B* +5 = 9+5 = 14 

lo) Ф000) = 001202) —3]) = 914—3) = 00) = (1+5 = 6 
(d) f(gi3) = 018% 5]) = 709+ 5]) = /14) 2014) – 3 = 25 
(е) gla—1) = (а— 1) +5 = а? – 2+1 +5 = а? – 2а+6 
(f) Usando (e) tenemos ~ 


Hola=1) = Да? ?а+ 6) = 2а" —2а+ 6) — 3 = 2a! — 4a +9 
tg) уг) = g(22—3) = (2x —3) +5 = 42° — 120 + 14 
(8) Дфс+1)) = Ин 1*5] = [21 +22+12+5)) 
= fij 22486) = 2021 +25 +6) – 3 = 221 4x 69 
(В ga) = g(zt-5) = (24545 = xt + 1020 + 30 
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Problemas propuestos 


DEFINICION DE FUNCION 


45. Decir cuándo los diagramas siguientes definen o no una función de {1 


46. Definir por una formula las siguientes funciones 


(1) Hacer corresponder a todo número real por / su cuadrado más 3. 
а numero real asignarle por g el número más el valor absoluto del número 


(3) А todo número real mayor o igual que 3 atribuirle por / el número al cubo; y a cada número menor o igual 
que 3 atribuirle por A el número 4 


47. Sea la función / А — R definida por ftx) = v? — 4x + 3. Hallar (1) f(4). (20/0 3), 0) f0 = 22 00/0 2) 
3z мх 2 
\х+2 sz«2 А 


48. Sea la función g : R — R definida por gx) 
Hallar (1) et5). (2) (0). (3) 02 


49. Sea T = [-3. 5] y sea la función /: T — R definida por f(x) = 2v — 7. Calcular (a) /A2), (5) AG). (0) fü — 2). 
#5 му 9 

xl sa xe 9.9 

4 мх<-9 


50. Sea la función л R — R definida por ^t) 


Calcular (a) AG), (Y A(02). (е) M=15), (d) AHS). es decir, A*(5). 


51.. Sean Y 123.02 и.д. tas funciones diferentes hay de X en Y? 


DOMI 


52. Los diagramas siguientes definen funciones f. g y / que aplican el conjunto (1. 2. 3. 4; en si mismo 


П 


p 


Averiguar (1) el dominio de imágenes de /. (2) el de g. (3) el de й. 


53. Dado W= 1-1,0 101. Sea la función f: W — R definida por fix) = x? — x — 2. ¿Cuál es el dominio 


de imágenes de /? 


54. Considérense las seis funciones siguientes 


л:[-2.2]- 6 fa:]-00, -5] >R 
fa: [0.3] > R feo l-LI=R 
fi[-3.0]— R fe [-S.31>R 
Si cada función viene definida por la misma fórmula, 
Го) = х? 


es decir. si cada función asigna а cada número x el х2, calcular el dominio de imágenes de (1) /,. 2) f. B) fs. 
(4) fa. (5) fs. 161 Jo 
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55. 


57. 


Dadas las seis funciones del Problema 54. definida cada una por la fórmula 


беу 


o sea que а cada número x cada función le asigna el х", encontrar el dominio de valores de (ПЛ. (217. (Л 
(4) Jas 45) Fs. 01 f 


Si las funciones del Problema 54 se definen por la fórmula 


fixbe-x-3 


hallar el dominio de imágenes de (0) fi, (21 f5. (3) fi, (40 fa. 0) As. 00 f 


Si las funciones del Problema 54 se definen por la fórmula 
ШЕ] 21 44 
averiguar el dominio de imágenes de (1) fi, (2) Jz 3) Aas 4) fa. 6) fs, (00 f 


Sea f: A ^ B. Vn lo que sigue, ¿qué es cierto siempre? 
DANC B. Q) UD = В. 01 f D B. 


FUNCIONES INYECTIVAS 


59. Sea f: Y » Y. Decir entre las condiciones siguientes cuándo se define o no una función myectiva 
(0). Ha) = Ab) implica a — b. (3) fü) + Ab) implica a + h 
(2) а = b implica fla) = Ah). (4) а + b amplica fa) + fih) 
60. Decir de cada función del Problema 54 si es о no inyectiva 
61. Decir de cada función del Problema 55 si es o no inyectiva 
62. Decir de cada función del Problema 52 si es o no inyectiva 
63. Demostrar: Si /: A > Bes inyectiva y si g: B > C es inyectiva, la función producto g / 4 > C es inyectiva 
FUNCIO! PRODUCTO 
64. En el siguiente diagrama se representan las funciones /: 4 + B, ge: B AL C > BEBO YA 
G 
à h 
V. БА 
Pw F 

Decir en lo que sigue cuándo se define una función producto, y siendo el caso, determinar su dominio y su co 

dominio 

Офо, (i hof, (3 Еу, (4) Gof, (5) рел, (6 Foh, (7) hvGog, (ОО 
65. Dadas las funciones f. g y A del Problema 52, hallar las funciones producto (1) /. e (0) f (e go sea gi 
66. Sean las funciones /: R > R yg: R > R definidas por 

fe) ж +92 +1, ШЕ 2x 4 

Dar fórmulas para las funciones producto (1) feg, (2) g^f£, B оо, 6h fif 

67. Sean las funciones /: R =+ R y g : R э R delinidas por 


ШЕ æt — 9|х|, — gir) +1 
Halar (a) (g ° DG), (5) Peg od), (0 (p DC, qw) Ug) 
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RECIPROCA DE UNA FUNCION 


68. Sea /: А  R definida por fh) = V? + E Hatlar (y "(8k (47 
(AOS AS rr р 5. Sp 
69. Stag: RR definida por etx) - sen у Hallar blog Ол ! 


0 30 


ПЕЧЕ 


ШИЕ 


70. 5са/: 4 


PROBLEMAS DIVERSOS 
71. Sca /: R> R definida 


72. Sean A = R— !-]! y 


Entonces / es inyectiva 


+В Averiguar f 


"um 


por fip Зх 


B- R- |$) Sea f 4 + B definida por 


Pa (e — 3e +1) 


y sobreyectiva Hallar una fórmula para definir / 


САР 4 


Sy (yr Cup зв]. 


EA fes, pues, inyectiva y sobreyectiva, Dar una fórmula que defina / 


73. Sea W = (0, |. Dadas las funciones /: W o Mo go W o Wy И, H delimdas por 
fin) 1" gir) net, hi ro 

¿cuál de estas funciones, si la hay, es sobreyectiva” 

74. Sea la función /: R > R definida рок - v 2 Hallar 
(ar fi) (6) Me 2) (ea) fun (p) Pen c h pun) o E C00) 119) 
DON E) i) Fo 

78. Scanf: 4 + Bog B Аук f= 1, la función idéntica sobre 4. Decir que es cierto o falso entre lo que sigue 
Пу g= f (3). f es una función inyectiva. 415) g es una función inyectiva 
(2) / es una función sobreyectiva (4) g es una función sobreyectiva 


45. (1) No, (2) Si, (3) No 


46. MAD 


47. (191, 02) 24, 0) y 42 + 


(0) 10, (2) 2, 0300 

(a) 1, (b) No definido. 
(а) 6. (5) 29, (с) = 19, ( 
51. Nueve 


52. (1)(1.2, 4. 


(2) 11.2, 


53. (0, 18. 108; 


54. (1)[0,4]. (29 [0.9]. (3 


РИЧ 


Respuestas a los problemas propuestos 


[v sicco 3 


vo Jj Qo AGI |4 six <3 


422 — Ay +8: + З, (4)? — Bx + 15. 


pues 6 no pertenece al dominio de definición, (с) 202 — 8r 4 
dy 45. 
DAA 


110. 9], (4) [25. ©], (5) [0. 16[. (6) [0, 25] 
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55. 
56. 


57. 


62. 


63. 


75. 


(D [-8. 8], (2) [0. 27], (3) [-27, 0], (4) ]— 2o. — 125], 5) [— 1. 64]. (6) [—125, 27[. 
(1-5. —1],2)[—3, 0], @)[—6, —3], 4) ]—«. -8] (5) [74. 1[. (611—8, 07 


(D [0, 8), (2>[4, 10], (3) [—2, 4]. 14) ]- =, —6). (5) [2. 12[. 16) [ —6. 10]. 


. ЛАС В. 


(1) Si, (2) No. (3) No. (4) Si. 
(1) No, (2) Sí, (3) Si. (4) Si, (5) No, (6) No. 

Todas son inyectivas. 

Sólo g es inyectiva. 

Hay que demostrar que (g »/)(a) = (g °/)(6) implica a = b. Sea (g + fa) = (g (5). Entonces. por la defi- + 
nición de función producto, g(/(a)) = (g fla) = (к © Xb) = gU1b)). Como g es inyectiva, fla) = f(^). y como 


f es inyectiva, а = b. Por consiguiente, g » f es inyectiva. 


(1) g>/:4 — А, (2) No definido, (3) Fef; A4 — С, (4) No definido, (5) g A: C — A, (6) ЕЛС C. 
U) h-G-g: B^ В, (8 h«G:A— B. 


1) og 12 hof 
(1) go) Ar ~ Gr +1 (a (go gin) de 
(2) (gf) 2х* + xd ТИТИ r' b dut pad 15 + б 


(a) 10, (b) 15, (с) 65, (d) 624 


(1) (-2,2! (3) (3,-3] (5) r зоа r8 (m {0} 
o ТЕЛ (6) Lo» iB) [e| -2L 162) 
0) [oss 2л, —m,0,m,2m,...) = {х | x = nn donde ne Z}. 
(2) (x[x = (n/2) + 2nn donde ne Z}. 
(3) Ø. (4) R, el conjunto de todos los números reales. 
SB = А 
fix) = (x - 4y3. 
fF xp (3 + xyt — 2x) 
Solo / es sobreyectiva. 
. (a) 10 (d) —2 ig) Zeh + hë Q) 12,38) 
(0) 0 (еви 2 (д) e 257 — 2 day 
(с) zt- 3x (Р) xt Erhà'4 r-h-2 U) 3,41 


(1) Falso, (2) Falso. (3) Cierto, (4) Cierto, (5) Falso. 


Capítulo 5 


Conjuntos producto y grafos de funciones 


PARES ORDENADOS 


Intuitivamente, un par ordenado consta de dos elementos, a y b, por ejemplo, que en el par se desig- 
nan como primero y segundo elementos respectivamente. Un par ordenado se simboliza por 
(а, b) 


Dos pares ordenados (a. b) y (c. d) son iguales si, y solamente si, a = c y b = d. 


Los pares ordenados (2, 3) y (3. 2) son diferentes. 


Los puntos del plano cartesiano de la Fig. 5-1 representan pares ordenados de números 
reales 

Ejemplo 1-3: El conjunto [2, 3} no es un par ordenado, pues los elementos 2 y 3 no se distinguen 
Ejemplo 1-4: Puede haber pares ordenados que tengan iguales el primero y cl segundo elementos tales como 
(1. 1 (4, 4) y (5, 5) 


Observación 5-1: Un par ordenado (a, h) se puede definir rigurosamente por 
la. b} = ta), la, 6) 
Según esta definición, la propiedad fundamental de los pares ordenados se puede demostrar: 


(a. b) = (c, d) implica a = ¢ y b = d 


CONJUNTO PRODUCTO 


Dados dos conjuntos A y B, se llama coniunto producto de A y B el conjunto de todos los pares or- 
denados (a. b) con ак A y be B. Se le denota por 


Ax B 


que se lee «4 cruz B». Más brevemente 
A=B 10а, b) arA, be B] 
Ejemplo 2-1: Sean 4 = |1.2. 31 y B = la. b}. El producto conjunto es entonces 
A> B 10.0, (2, а), (2. b), (3.a), (3, b)? 
Ejemplo 2-2: Sca W = [s, 1}. Se tiene 
WoW = [s st), (ts), (6,01 
Ejemplo 2-3: El plano cartesiano de la Fig. 5-1 es el conjunto producto de los números reales por si mis- 


mos, es decir, R x R. 


El conjunto producto А x В se llama también producto cartesiano de A y B. por el matemático 
Descartes, quien, en el siglo diecisiete fue el primero en investigar el conjunto R x Р. También, por 
la misma razón, se llama plano cartesiano a la representación de R x A en la Figura 5-1. 
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Observación 5-2: Si el conjunto A tiene л elementos y el conjunto В tiene н elementos. entonces el 
conjunto producto 4 х В tiene n veces m elementos, esto es, nm elementos, Si uno 
de los conjuntos A o B es vacio, entonces A x B es vacio. Y, en fin. si uno de los 
A о B cs infinito y el otro no es vacio, entonces A х В cs infinito 

Observación 5-3: El producto cartesiano de dos conjuntos no es conmulativo, es decir, que 


Ax B* Bx A 


a menos que 4 — B o que uno de los factores sea vacio. 


DIAGRAMAS DE COORDENADAS 


Ya se está familiarizado con el plano cartesiano R x R, como se muestra en la Fig. 5-1. Cada pun- 
to P representa un par ordenado (a, ^) de números reales. Una recta vertical por P corta al eje horizon- 
tal en a y una recta horizontal por P corta al eje vertical en h, como se ve en la Figura 5-1. 


Fig.5-1 Fig.5-2 


El producto cartesiano de dos conjuntos que no tengan muchos elementos, se puede representar 
en un diagrama de coordenadas en forma semejante. Por ejemplo, si 4 = (а, b, с. dj y B = (х, у, 2), 
entonces el diagrama de coordenadas de A x B es como se ve en la Fig. 5-2. Aqui los elementos de А se 
representan sobre el eje horizontal y los de B sobre el eje vertical. Se ve que las líneas verticales que pasan 
por los elementos de A y las horizontales que pasan por los elementos de B se cortan en 12 puntos, que 
representan, como es claro, el producto A x B. El punto Р es el par ordenado (c. v). 


GRAFO DE UNA FUNCION 


Sea f una función de A en B, es decir, sea f: 4 — B. El grafo f* de la función f es el con- 
junto de todos los pares ordenados en los que à £ А está como primer elemento y su imagen como se- 
gundo elemento. Es decir, 


f* = а, Б) | acA, b= f(a) 

Se ve que /*, el grafo de f: А — B, es un subconjunto de А x B. 
Ejemplo 3-1: Sea la función f: A — B definida por el diagrama 
A B 


—— 


2—4 


Entonces fla) = 2, fib) = 3, fic) = 2 y ЛА) = 1. De donde el grafo de f es 
S* = (бо, 2), (b,.3), (с, 2), (d, D} 
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Ejemplo 3-2: Sca W = 1.2.3.4] La función / : W — R definida por 
Ддху=х+3 
tiene por grafo 


f* = 101,4). 0, 5). (3. 6). (4, 7) 


Ejemplo 3-3: Si М es el conjunto de los números naturales 1. 2 
gx) 


Ла función g : N — N definida рог 


tiene por grafo 


g* = iU. 1). (2. 8), (3. 27), (4, 64)... i 


PROPIEDADES DEL GRAFO DE UNA FUNCION 


Sea f: A — B. Se sabe entonces que а cada elemento a £ A le corresponde un elemento de B y que 
en В solo un elemento le corresponde a cada a £ A. En consecuencia, de estas dos propiedades de f, el 
grafo /* de / tiene las dos propiedades siguientes: 

Propiedad 1: Por cada a A, hay un par ordenado (а, b) e f*. 
Propiedad 2: Сайа ак А es el primer elemento en un par ordenado de f* solamente, es decir. 
(a, b) £f*. (a, c)ef* implica b= с 


En los ejemplos que siguen, sean 4 = (1.2, 3. 4j y B= 13. 4, 5, 6). 


Ejemplo 4-1: El conjunto de pares ordenados 
101, 5), (2, 3), (4. 6); 


no puede ser el grafo de una función de А en B, pues no cumple la propiedad 1, ya que. por 
ejemplo, 3 = A y en ninguno de los pares ordenados está 3 de primer elemento. 
Ejemplo 4-2: El conjunto de pares ordenados 
10. S), (2, 3). (3, 6), (4, 6). (2. 4)) 


no puede ser el grafo de una función de A en B, pues no cumple la propiedad 2, o sea que 
el elemento 2 £ A está como primer elemento en dos pares ordenados diferentes (2, 3) y (2, 4) 


GRAFOS Y DIAGRAMAS DE COORDENADAS 


Sea /* el grafo de una función f: A — B. Como f* es un subconjunto de A х B, se puede represen- 
tar con el diagrama de coordenadas de A x В. 


Ejemplo 5-1: Sea f(x) = x?^la definición de una función en el intervalo —2 = x < 4 El grafo de f aparece 
en la Fig. 5-3 en la forma usual: 


Fig.5-3 Fig.5-4 Fig. 5-5 


Ejemplo 5-2: Sca una función /: 4 — B definida por el diagrama de la Figura 5-4. 
Aqui el grafo f* de f consiste en los pares ordenados (a, 2). (^, 3). (с. 1) y (d. 2). Se 
representa f* en el diagrama de coordenadas de A x B en la Figura 5-5 


CAP. 5] CONJUNTOS PRODUCTO Y GRAFOS DE FUNCIONES 69 


PROPIEDADES DE LOS GRAFOS DE FUNCIONES EN DIAGRAMAS 
Sea /: 4 > B. El grafo /* de f tiene las propiedades ya dichas: 

Propiedad 1: Por cada ag 4 hay un par ordenado (a, Бук /* 

Propiedad 2: Si (а, Б): /* y (a. c) Ef*, se sigue que b= c 


Por tanto, si se representa /* en el diagrama de coordenadas de A x В, tiene las propiedades si- 
guientes: 


Propiedad 1: Cada linea vertical contiene al menos un punto de /*. 
Propiedad 2: Cada linea vertical contiene solo. un punto de /*. 


Ejemplo 6-1: Sean A = ja. b. c] y В = 11,2, А]. Examinense los conjuntos de puntos de los dos diagra- 


mas de coordenadas de A x B siguientes 


En (1), la vertical por В no contiene ningún punto del conjunto; luego el conjunto de 
puntos dado no puede ser el grafo de una función de А en В. 
En (2), la' vertical por a contiene dos puntos del conjunto; así, pues. este conjunto de 
puntos no puede ser el grafo de una función de А en В. 
Ejemplo 6-2: El circulo x? + y? = 9, que aparece abajo, no puede ser el grafo de una función porque hay 
verticales que contienen más de un punto del circulo. 


Representación de у? + y? = 9 


LAS FUNCIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS 


Sea f* un subconjunto de A x B, el producto cartesiano de los conjuntos A y B: y supóngase que 
/* tiene las dos propiedades antes dichas: 


Propiedad 1: Por cada az 4, hay un par ordenado (a, Б) = /*. 
Propiedad 2: No hay dos pares ordenados diferentes en /* que tengan el mismo primer elemento. 


Se tiene asi una correspondencia que asigna a cada elemento a £ A el elemento b є В que aparece en el 
par ordenado (a, ^) c f*. La propiedad 1 asegura que cada elemento de A tendrá una imagen, y la pro- 
piedad 2 asegura que la imagen dicha es única. De acuerdo con esto, /* es una función de 4 en В. 

En vista de la correspondencia entre funciones /: A — В y subconjuntos de 4 x В que tienen las 
propiedades 1 y 2 anteriores, se hace de una función la 


Definición 5-1: Una función f de A en B es un subconjunto de A x B en el cual cada a£ А aparece 
como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno. 
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Aunque esta definición de una función pueda parecer artificiosa, tiene la ventaja de que no emplea 
conceptos definidos, como son los de «asignar», «hacer corresponder». 


Ejemplo 7-1: Sean 4 = (a, b, c] y B = [1,2, 3]. Sea además 

f= |a. 2). (с. 1), (b. 2)] 
/ tiene las propiedades 1 y 2, siendo, por tanto, una función de A en B, que se ilustra en el 
diagrama siguiente: 


Ejemplo 7-2: Sean Y = (1,2, 3] y W = fa, e, i o, и}. Sea también 
f = ((0. a). Q. е), (3, 0), (2, ш) 
Aqui f no es una función de V en W, pues dos pares ordenados diferentes de /, los (2, e) y 
(2, и), tienen el mismo primer elemento. Si f ha de ser una función de V en W, entonces no 
puede asignar ambos elementos e y и al elemento 2 £ V. 


Ejemplo 7-3: Sean 5 = (1.2, 3, 4} y T = (1, 3, 5]. Sea 
f= (0. 1), (2, 5), (4, 3)] 


Aquí f no es una función de S en Т, ya que 3 £ 5 no aparece como primer elemento en nin- 
gún par ordenado perteneciente à f. 


La consecuencia geométrica de la Definición 5-1 se enuncia en la 


Observación 54: Sea f un conjunto de puntos en el diagrama de coordenadas de 4 x B. Si toda ver- 
tical contiene un punto y solo uno de f, entonces f es una función de A en B. 


Observación 5-5: Sea la función f: A — B inyectiva y sobreyectiva. Entonces la función reciproca 
f^! consta de los pares ordenados que al invertirse, o sea al ser permutados sus 
elementos, pertenecen a f. Es decir, que: 


б =. ((b,a) | (a, b) £ f] 


CONJUNTOS PRODUCTOS GENERALIZADOS 


El concepto del conjunto producto se puede extender al caso de más de dos conjuntos natural- 
mente. El producto cartesiano de los conjuntos A, B y C, denotado por 


AXBxC 
es el conjunto de todas Jas ternas (a, b, c) en las que a £ A. be By сє C. Análogamente, el producto 
cartesiano de los n conjuntos Ay, Az, .... Am que se denota por 


А. хА: х... XA, 


es el conjunto de todos los п-(иріеѕ ordenados (а, а)... ..а,) con a, E Ay, ... a, € An. Aquí un retuple 
ordenado tiene un significado claramente intuitivo, es decir, que el n-tuple consiste en л elementos, no 
necesariamente distintos, donde uno de ellos se designa como primer elemento, otro como segundo 
elemento, etc. 


Ejemplo 8-1: En la geometría tridimensional euclidiana cada punto representa una terna ordenada, o sea 
su componente x, su componente y y su componente 2. 

Ejemplo 8-2: Scan A = (а, b), B= {1,2,3} y С 

АхВхС = Ца, 1, ж), (a, 1,1), (a, 2, х), 

(а, 2, y), (a, 3, x), (a, 3, y). 

(b, 1, x), (b, 1, y), (b,2,2), 

(b, 2, y), (b, 3, zy, (b, 3, 4) 


(WM Entonces 
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Problemas resueltos 


PARES ORDENADOS Y CONJUNTOS PRODUCTO 


Sean W = (Juan, José, Tomás) y V = (Inés, María). Hallar W x V. 


Solución: 
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W x V consiste en todos los pares ordenados (a, b) en los que a e W y b e V. Por tanto, 


W x V = ((Juan, Inés), (Juan, Maria), (José, Inés), 
(José, María), (Tomás, Inés), (Tomás, María)] 


Suponiendo que los pares ordenados (x + y, 1) y (3, x — y) son iguales, averiguar x e y. 


Solución: 
Si (x + y, 1) = (3, x — y) por la propiedad fundamental de los pares ordenados 


x+y=3 y le-x-y 


La solución de este sistema de ecuaciones es x — 2, y — 


Hallar los pares ordenados que corresponden a los puntos 
Py, Pz, Py y Р, que aparecen en el diagrama de coordena- 
das de 4 x Ben la Fig. 5-6. Aquí, A = (a,b, c, d, e} y B = (a, 
e, i, 0, и). 


Solución: 


La línea vertical por P, cruza el/eje A en b y la horizontal por P, 
cruza el eje В en i; азі P, corresponde al par ordenado (b, i). Análoga- 
mente, P; = (a, a), Ру = (d, u) y P4 = (e, e). 


Sean А = (a, bj, B — (2, 3) y С = (3, 4). Hallar 


Fig.5-6 


@)4х(В\)С), (2) (4х В) (Ах С) (3) Ах (ВИС), (4) (4 x BIN (A x C) 


Solución: 
(1) Se averigua primero BU C = (2, 3, 4). Entonces 

A x (BU C) = [(a, 2), (a, 3), (a. 4), (b, 2), (b, 3), (b, 41] 
(2) Calcular primero 4 x By A x C: 


A x B = ((a, 2), (а, 3), (b, 2), (b, 3)] 
A x C= (а, 3). (a, 4), (b. 3), (b, 4)] 


Ahora se bysca la unión de los dos conjuntos: 
(A x B)U (A x C) = [(a, 2), (a. 3), (b. 2). (b. 3), (a. 4), (b, 4) 
Por (1) y (2) se ve que 
A x (BU C) = (А x BO (Ax C) 
(3) Calcular primero B (| C = {3}. Entonces 
A x (BAC) = la, 3), (В, 3)] 


(4) En (2) se calcularon A x B y A x C. La intersección de A x B y A x C es el conjunto de los pares orde- 


nados que pertenecen a ambos conjuntos, es decir, b 
(4 x BIN (4 x C) = (а, 3). (b, 3)] 
Por (3) y (4) se ve que 
A x (ВПС) = (А x В) (4 x C) 
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5. Representar el conjunto producto 


ра і 2 = 05 3) 


ense dos rectas verticales delgadas por 1 y 4 del eje horizontal y otras dos horizontales delgadas por - 2 


y 3 del eje vertical como se ve en la Figura 5-7 


Ll área rectangular contorneada por las cuatro rectas, junto con tres de sus lados, representa «i producto. 
de los conjuntos. Sombrear el diagrama como se ve en la Figura 5-8. 

Nótese que el lado del rectángulo que no pertenece al producto de los conjuntes se traza con linea de 
puntos 


Fig. 5-7 


»6. Demostrar que A C B y C C D implican (4 x C) C (B x D). 


Solución: 

Sea (v. 1) un elemento cualquiera de А x C. con lo que x £ A e y £ C. Por hipótesis. A es un subconjunto de 
B y С es un subconjunto de D; asi que xe B e re D. y el par ordenado (х. 1) pertenece a B х D. Queda 
demostrado que (x, y)e A x C implica (x. y)e В x D; por consiguiente, 4 x C es un subconjunto de B x D 


17. Sean А = (1,2, 3. В = (2 4] y C = (3. 4. 5j. Hallar A x B x C. 


Solución: 
Un método apropiado para encontrar А х B х C es el del «diagrama en árbol» que se muestra en seguida: 


(1,2,3) 
1,2,0 
(1.2, 5) 


(1,4,3) 
(1,4, 4) 
(1,4,5) 


(2, 2, 3) 
(2, 2, 4) 
(2,2, 5) 


(2, 4, 3) 
(2, 4, 4) 
(2, 4, 5) 
(3,2, 3) 
(3,2, 4) 
(3, 2, 5) 
(3, 4, 3) 
(3, 4, 4) 
(3, 4, 5) 
A x B x C es el conjunto de ternas que están а la derecha del'«árbol». 
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Demostrar: A x (BN) C) = (А x BIN (4 x С). ` 
Solución: 

Se demuestra primero que 4 x (B (| C) es un subconjunto de (4 x B)N (4 х C). Sea (v. v) un elemento 
de A x (BN C). Entonces ve А e v e B A C. Por la definición de intersección v pertenece tanto a B como a C. 
Puesto que v x 4 e v e B. entonces (v. y) e A x B. Por tanto, puesto que x £ А e v c C, resulta que (v, v) r A x € 
Se tiene, pues. que (v. 1) pertenece a la intersección de A х В y А x C. Con lo que queda demostrado que 
£x ABO CIC (4 х BAIA x С), 


Se demuestra luego que (4 x BIN (4 x C) es un subconjunto de A x (8A С). Sca (2. w) un elemento 
deta x BIN (A x C) entonces (т, w) pertenece a A x B y (т. w) pertenece а 4 x C. De lo que se sigue que 
: А y и к С. Como ir pertenece tanto а B como а С. entonces ir c BA C. Se tiene, 

pues. zeA у B х C; entonces (с. w)e 4 x (BA C). Queda demostrado que (4 х ВУ = C) es un 


subconjunto de 4 x (В /^ C). Por la Definición 1-1. los conjuntos son iguales 


Sean S= ja. hj, W — |1, 


y V = 13. 5. 7. 9j. Hallar (5 х И) (\ (5 x V). 
Solución: 
El conjunto producto (S x W^) (^) (S x V) se puede hallar calculando primero 5 х Wy S х 1 y averiguan- 
do luego la intersección de estos conjuntos. Pero, por el Problema 8. 
(S x MINAS x 1) = Хх WAN) 


Asi que WAV = 13.5). y 
(S x WINS x V) = S x WAV) = a. 3), (a, 5), (Р. 3), 1b. 5), 


GRAFOS DE FUNCIONES 


10. 


tl 


. hallar el 


Dados W = !1, 2, 3, 4) y la función f: W — R definida por la fórmula f(x) 
grafo /* de la función f. 
Solución: 

Primero se calculan Д1) = 1? = 1, Д2) = 2? = 4, f3) = 3? = 9, 114) = 4 = 16. El grafo /* de f cons- 
ta de los pares ordenados (x. f(x), o sea de los (x, x^), donde xe W. Asi, pues, /* = |(1, 1), (2, 4), (3, 9), 
(4, 16); 


Sean el conjunto V = |a, b, с, d] y la función g : V — V definida por el diagrama de la Fig. 5-9. 
Hallar el grafo g* de la función g y representar g* en el diagrama de coordenadas de V x V. 


> 


>= 


Fig. 5-9 Fig. 5-10 


Solución: 
Según cl diagrama, gla) = b. g(b) = c. glc) = b y gid) = a. Por tanto, g* = (a, b). I^. c). (c. b). (d. a) 
En el diagrama de coordenadas de V x V se señalan los pares ordenados de g* como se ve en la Figura 5-10, 


Sea la función А: А —› R definida por A(x) = x + 3. Decir cuáles de los pares siguientes perte- 
necen o no al grafo A* de la función A: 

(а) (2, 6), (b) (8. 11), (с) (10, 12), (d) (4, 7). (е) (-6, —9). (0 (1. 2). 

Solución: 


(a) h(2) = 2 + 3 = 5; asi (2, 6) no pertenece a A*. id) M4)=4 +3 = T: as (4, 71 A* 
(b) M8) = В + 3 = 11 asi (8, 11) pertenece a й". (e) 6) = -6 +? = i(—6, —9)h*. 
(c) A00) = 10 + 3 = 13; así (10, 12) £ A*.. U) h(-1)2 -1 +3 = 2; а5і (1, 2)c * 
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13. Sea el conjunto S = {a, e, i, о, u}. Sea g la función que a cada letra de S asigna la letra que le sigue 
en el alfabeto. Hallar el grafo g* de la función g. 
Solución: 
Se averiguan primero glu) = h, gle) = f. gl) = j gto) = p y gu = г. Asi 
#* = Ца. P). (е. f). (Л, (о. р), (и. c); 
FUNCIONES COMO PARES ORDENADOS 
14. Sea el conjunto V = [1, 2, 3, 4j. Entre los siguientes conjuntos de pares ordenados decir cuáles 
son o no funciones de V en V. 
(0 л (02,3), (1,4), (2,1), (3,2), (4,4)! 
(2) f. 1(3, 1). (4, 2), (1, 1)] 
(3) fs 142, 1), (3, 4), (1,4), (2, 1), (4,4); 
(4) А = 102,3), (1,6), (4,2), (3.4); 
Solución: 
Nótese primero que, según la Definición 5-1, un subconjunto / de V x V ез una función f: V — 1 si cada 
we V aparece como primer elemento en un par ordenado de f y solo en ипо 
(1) Como dos pares ordenados diferentes (2, 3) c f, y (2, 1) & f, tienen el mismo primer elemento, f, no es una 
función de V en V. 
(2) El elemento 2 = V no aparece como primer elemento en ningún par ordenado perteneciente a f,. Así, pues, 
/ no es una función de V en V. 
(3) El conjunto f, es una función de Р en V. Aunque 2 está de primer elemento en dos pares ordenados, estos 
dos pares son iguales. 
(4) Si bien cada elemento de Y aparece como primer elemento en uno, y solo en uno, de los pares ordenados 
de f,. el conjunto f, no es una función de Y en V porque fa no es un subconjunto de V х V. En efecto, 
(1, 6) 6/4. pero (1. 6£ x V. 
15. Dado W = (a, b, c. d}. decir en qué casos los siguientes conjuntos de puntos de cada diagrama 


de coordenadas de W x W constituyen una función de W en W. 


d +- t 4 t LL 
HW GN à 
b Ф | } b 

` | - 

a bcd 
q (3) 
Solución: 
Tener en cuenta primero que un conjunto de puntos en un diagrama de coordenadas es una función siem- 

pre que cada recta vertical contenga uno, y solo uno, de los puntos del conjunto. t 


(1) La vertical por b contiene dos puntos del conjunto; luego el conjunto no es una función de W en W. 


(2) Como cada vertical contiene un punto, y solo uno, del conjunto, este conjunto sí es una función de W en W. 
El hecho de que la horizontal por c contenga tres puntos no contraria las propiedades de una función. 


(3) La vertical por e no contiene ningún punto del conjunto; por tanto, este conjunto no es una función de 
W en W. 


14) Por la misma razón que en (2), este conjunto sí es una función de W en W. 
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16. 


17. 


:18. 


19. 


Dados R = {1, 2, 3. 4.5, 6 y S = [1.2. 3. 4j. sea g 
el conjunto de puntos en el diagrama de coordenadas 
de R x S que aparece a la derecha y que es una función 
de R en S. 
(a) Hallar g(2). g(4), g(6). (P) Hallar 7 '(2).g (3), 6 114). 
(c) Hallar [x | x £ R,g(x) < 3). 
Solución: 
(а) Para averiguar g(2) se busca el punto de g que está en la vertical 
por 2; el punto es (2, 4) y, por tanto. g(2) = 4, el segundo elemen- 
10 del par ordenado 
La vertical por 4 contiene al punto (4, 1) de g, asi que ei4) = 
La vertical por 6 contiene al punto (6, 4); por tanto. (6) = 4. 
(h) Para averiguar g^ ' (2) se buscan los puntos que están sobre la horizontal por 


2. Son (1, 2) y (5, 2). g^! (2) 


consiste en los primeros elementos de estos pares ordenados, esto es, 67! (2) = |1, 5]. Nótese que los pares 
ordenados (1, 2) y (5, 2) de g significan que g(1) = 2 y g(5) = 2. 
La horizontal por 3 contiene solamente el punto (3. 3) de g; entonces g^ ' (3) = {3} 
La horizontal por 4 contiene los puntos (2, 4) y (6. 4) de g. Entonces g ^ ' (4) = [2, 6]. 
(c) Notar primeramente que g(1) = 2, g(2) = 4. (3) = 3. g(4) = 1. g(5) = 2, (6) = 4. El conjunto {х | хе R, 


(х) < 3j consiste en los elementos de R cuya imagen es menor que 3, es decir, cuya imagen es 1 ó 2. 
El conjunto es (1, 4, 5). Geométricamente, este conjunto es el de los primeros elementos de los puntos de 
& que quedan debajo de la horizontal por 3. 


Sea h el conjunto de puntos del diagrama de coordenadas de E x F que es una función 

de E en F. A 

(a) Si cada horizontal contiene a lo.más un punto de Л, ¿qué tipo de función es Л? 

(b) Si cada horizontal contiene al menos un punto de h, ¿qué tipo de función es Л? 

Solución: 

(a) Si cada horizontal contiene a lo más un punto de +, entonces, para todo x £ 7, h^! (х) es vacio o consiste en 
un elemento de E. Así que h es una función inyectiva. 

(b) Si cada horizontal contiene.al menos un punto de h, entonces, para todo x £ F, Йй! (x) no es vacio. Luego 


h es una función sobreyectiva. 
¿En qué condiciones el conjunto de pares ordenados 
S=1(0,5, (3. 1), (4, 7), (-2, —3)} 
define una función de 4 en В? 


Solución: ' 

El conjunto f definirá una función de А en B si f es un subconjunto de А x B y si cada elemento de А 
aparece como primer elemento en un par ordenado de f, y solo en uno. Según esto, A debe ser igual al con- 
junto de los primeros elementos de f, es decir, A = (1, 3, 4, —2]; y B debe contener al conjunto de los segun- 
dos elementos de f. esto es, (5, 1, 7, —3} C 8. 


Sea W = [—4, 4]. Entre los siguientes conjuntos de puntos representados en el diagrama de coor- 
denadas de W x W decir cuál es o cuál no es una función de W en W. 
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Solución: 

Según la Observación 5-4, tener en cuenta que un conjunto de puntos de un diagrama de coordenadas es 
una función Ча linca vertical contiene un punto del conjunto. y solo uno. 
(1) Como las verticales contienen dos puntos del conjunto. el conjunto de puntos no es una función de W en W. 


(21 Como las verticales próximas al eje vertical no contienen ningún punto de) conjunto. el conjunto de pun- 
tos no es una función de W en W. 


(3) Las verticales que cortan el circulo contendrán dos puntos del conjunto: entonces el conjunto de puntos 
no es una función de W en W. 


(4) El conjunto de puntos es una función de W en W porque cada vertical contiene un punto del conjunto, y 
solo uno. 


Sea A = |a. hb. c. dj. El conjunto 
Ца, h). (b. а), (c.a) Ad,.a)) 
es una función inyectiva y sobreyectiva de 4*en 4. Eñcontrar la función reciproca. 


Solución: 


Para encontrar la función recíproca. permútense los elementos en cada par ordenado. Así, la función re- 
ciproca es 
ib. а). (d. b), (a, c). te, d) 


Problemas propuestos 


PARES ORDENADOS Y CONJUNTOS PRODUCTO 


21. 


22 


Suponiendo que (y — 2. 2x + 1) = (x — 1. y + 2) hallar x e y. 


Hallar los pares ordenados que corresponden а los puntos Р,. Рз. P, y Р, que aparecen en el diagrama de coor- 
denadas de /1, 2, 3,4] x (2, 4. 6, 8} que sigue 


Sca W = (Marcos, Enrique. Pablo; y sea V = (Enrique, David]. Averiguar (1) W, x V. (2) V x W. (3) V x V. 


Representar, sombreando el área apropiada, cada uno de los conjuntos producto siguientes en un diagrama de 
coordenadas de R x R. 


(m [233] x [-1.2]. B) [7-3 1[ x ]- o. 2]. 
Q) ]-2.3] x [-3. 9[. (а) [-3 1[ x ]-2.2]. 
Sean A = 12. 3). B = (1. 3, 5) y C = [3, 4). Construir el «diagrama ёп árbol» de 4 x В x C como en el Pro- 


blema 7 y averiguar entonces A-x B x C. 
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26. Sean S= la, b. с}. T — ib c. | y W = fa. di. Construir el «diagrama en árbol» de $ x T ~ jy hallar luego 
S» T x Ж 


27. Sean los conjuntos V. W y Z con 3, 4 y 5 elementos, respectivamente. ¿Cuántos elementos hay en (1) V x W x 7, 
IZA Vx W.G)W x Z x V? 


28. Sca А = BA C. ¿Qué hay cierto en lo que sigue. si lo hay? 


(0) Ax A-(IBx ВПС х С) Q) Ax = (Вх ONC х В) 


GRAFOS DE FUNCIONES 
29. Dados M = (I. 


. 4, 5| y la función /: M К definida por 
Ах) = 


+ 20-1 
hallar el grafo de /. 


30. Sean W = 1,2. 3. 4] y la función g : W — W definida por el diagrama 


(1) Hallar el grafo de g. (2) Representar el grafo de g en el diagrama de coordenadas de W х W. 


34. Sea la función A: R — R definida por la fórmula 
hix) 2x — 1 
Decir si los siguientes pares ordenados pertenecen o no al grafo de л: 
(а) (3. 5), (h) (72. —5), (c) (74. —7), (d) (8, 17). (e) (73. —5), (0 (4. 7). 
32. Sea la función g que asigna a cada nombre del conjunto 
[Berta, Martin, David, Abel. Rebeca] 
el número de letras distintas que se necesitan para escribir el nombre. Hallar el grafo de g. 
33. Cada una de las siguientes fórmulas define una función de R en R. Hacer el grafo de cada función en el diagra- 
ma cartesiano de R x R. 


(1) f(x) = 2r— 1 (3) fe) = ixi 


(2) f(x) = х*—2,—1 (4) fte) = х—2!2 


FUNCIONES COMO PARES ORDENADOS 


34. Sea W = (a, b. c, d]. Decir de los siguientes conjuntos de pares ordenados cuáles son y cuáles no son funciones 


de W en W. 
(1) Kb, a), (c;d), (d,a), (ed), (а. Ф) (3) ila, b), (b, b), (с, b), (d. b)} 
(2) ((d, d), (e, a), (а, b), (d, b)} (4) 10а, а), (b,a), (a,b), (с, d)} 
35. Dado V = 11, 2. 3. 4j decir cuáles de los conjuntos de puntos de los siguientes diagramas de coordenadas de 


V x V son o no funciones de Реп Y. 


ib dd H 
H HH : 
ЕН ЕЕЕ 1 
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36. Dados А = {1, 2, 3, 4, 5). f, el conjunto de puntos que se representan en primer diagrama de 4 x 4 y g el con- 


37. 


junto de puntos representados en el segundo diagrama. 


5 5 
4 4 
3 3 
2 2 
1 1 


1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
Representación de f Represerftación de g 


Resulta que / y g son funciones de A en A. Averiguar- 


(1) f) (3) (2) (5) /7'(4) (7) función producto f og (9) tx | f(x) = 4) 
(2) g(5) (4) g^'(1) (6) función producto доў (8) f”*((1,2)) (10) {z | д) > 2) 
Sea la función f: 4 — B representada en un diagrama de coordenadas de A x В. ¿Qué propiedad geométrica 
tiene f si (1) f es inyectiva, (2) f es una función constante, (3) si f es sobreyectiva, (4) si f tiene una recíproca f 


Dado В = [ -4, 4], decir cuándo los puntos representados en cada uno de los diagramas de coordenadas de В х В 
que siguen es una función de B en B. 


(2) (3) 
[5 ) 
(4) (5) (6) 


PROBLEMAS DIVERSOS 


39. 


Representar, sombreando el área apropiada. cada uno de los conjuntos productos que siguen en un diagrama 
cartesiano de R x К. 


(1) (x 3<x 2 x (2 ] -2 x EH (4) lr r1) » {г -E «<3) 
(2) {х | |21 <3) х fz | |= 1 (5) {r| 22-21 х {|ә 3} 
(8) Те арар x {z| > 3) 


Cada una de las fórmulas que siguen define una función de А еп R. Representar cada una de estas funciones en 
un diagrama cartesiano de R x R. 
[3=x si 222 
(4) f) = si 12122 
2 siz<-2 


e sx=0 


d) f) deat (2) fe) =z+2lx (8) fía) = him. же 
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Respuestas a los problemas propuestos 


22. Р, = (1.4). Р, = (2,81, P, = (4.6), Р, = (3. 21, 


2. 0) W x 1 Marcos. 
¡Pablo David 

Q) Pos W- Enrique, Ma 
(David. Pablo). 


rique). (Marcos, David). (Enrique. Enrique), (Enrique. David). (Pablo, Enrique), 


м. (1) 


25. Ver Fig. 5-11 


AXBXC = 4(2,1,2), (2,1,4), (2,3,3), (2,3,4), (2,5,3), (2,5,4), 
(3,1,3), (3,1,4), (3,3,3), (3,3,4), (3,5,3), (3,5,4)) 
26. Ver Fig. 5-12 

SxTxW = t(a,b,a), (a,b,d), (а, с,а), (a,c,d), (a,d, a), (a.d, d), 
(b,b,a), (b, b, d), (b,c,a), (b,c,d), (b, d, a), (b, d, d), 
(c, b, a), (с, b, d), (e, с, a), (e, c, d), (c, d, a), (e, d, d} 

pari 

P 4 

3 

2 ==, 

3 

5— 4 

1 A 

3 3 == 

5 == % 


Fig. 5-11 
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27. 


э. 
32. 
33. 


34. 
35. 
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Cada uno tiene 60 elementos. 


Ambas son ciertas. 


AXA = (Bx B)n(C * C = (Вх C)IN(C Xx B) 


. (01,2), (2,7), (3, 14), (4, 23), (5, 34)) 
. (1) (01,3), (2,2), (3,4), (4, 2)) 


2 4 


з 
2 
1 


(а) Si. (b) Si, (c) No, (d) No, (e) No, (/) Si. 
(Вела, 4). (Martin. 6). (David. 4). (Abel, 4). (Rebeca, 5)j. 


@) (2) 

(3) (4) 

(1) Si, (2) No. (3) Sí, (4) No. 

(1) No, (2) No. (3) Sí. (4) No. 

0 8 (5) (4) (8) (1,2, 5) 
(2) 1 (6) {(1, 3), (2, 1), (3, 1), (4, 3), (5, 3)) (9) (1,2,4, 5) 
(3) (1,5) (7) ((1,2), (2, 5), (3, 2), (4, 5), (5, 2)) (10) (2,3,4) 


(4) (1,5) 


(1) Cada horizontal contiene a lo más un punto. 
(2) Una horizontal contiene todos los puntos. 

(3) Cada horizontal contiene al menos un punto. 
(4) Cada horizontal contiene un punto, y solo uno. 


(1) Sí. (2) No, (3) No, (4) Si, (5) No, (6) Si. 


ICAP. 5 


Capítulo 6 


Relaciones 


FUNCIONES LOGICAS, ENUNCIADOS FORMALES 


Se llama función lógica definida sobre el producto cartesiano A х B de dos conjuntos A y B. una 
expresión denotada por 


Pix. y) 


que se caracteriza porque cuando en Р(х. y) se sustituyen las variables x e v, respectivamente, por 
a y ^, se convierte en un enunciado ya verdadero, ya falso, para todo par ordenado (a. hig A x B. Por 
ejemplo, si A es el conjunto de autores y B el de dramas, entonces 


Р(х, v) = «x escribió i» 
es una función lógica sobre A x B. Por ejemplo: 


P(Shakespeare. Hamlet) — «Shakespeare escribió el Hamlet» 
P(Shakespeare, Fausto) = «Shakespeare escribió el Fausto» 


son verdadero y falso, respectivamente. 
La expresión misma Р(х, y) se dice enunciado formal en dos variables, o simplemente. enunciado 
formal. Ejemplos de enunciados formales son los siguientes: 


«x es menor que y». 

«x pesa y kilos». 

«x divide a у». 

«x es la esposa de у». 

«El cuadrado de x más el cuadrado de y. da dieciséis». o sea «x? + y? = lbn 


«El triángulo x es semejante al triángulo y». 


En todos estos ejemplos hay dos variables, pero también pueden darse enunciados en una varia- 
ble. como «x está en las Naciones Unidas», o en más de dos variables, como «x por v igual z». 


RELACIONES 


Una relación (R consiste en lo siguiente: 


(1) Un conjunto A. 

(2) Un conjunto B. 

(3) Un enunciado formal Р(х, y) tal que P(a, b) es verdadero o falso para todo par ordena- 
do (а. b) de A x B. 


Se dice entonces que Q es una relación entre A у B y se la dencta por 
G = (4. B. Pix. vn 
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Además, si Pía, b) es verdadero, se escribe 


aGb 


que se lee «a está relacionado con ^»; y si Pla, b) es falso, se escribe 


ad b 


que se lee «a no está relacionado con b». 


Ejemplo 2-1: 


Ejemplo 2-2: 


Ejemplo 2-3: 


Ejemplo 2-4: 


Ejemplo 2-5: 


Sea R, = (R, R, P(x, у), donde Р(х, y) se supone significar «x es menor que у». Es claro que 
61, es una relación, porque Pía, ^), o lo que es lo mismo, «а < б», es verdadero o falso para 
todo par ordenado (a, b) de números reales, Así, pues, como P(2, л) es verdadero, se puede 
escribir Жу 


y puesto que Р(5, 4/2) es falso, 
5d, y? 
Sea Q, = (А, В, Р(х, y)), donde A es el conjunto de los hombres, В cs el conjunto de las mu- 
jeres y Р(х, y) es «x es el marido de y». Q, es una relación ciertamente. = 
] y 
Sea (t, = (N, М, Р(х, y). donde N es el conjunto de los números naturales y Р(х, y) se lee 
«x divide a y». Gt, es entonces una relación y evidentemente , ps 
30,12, 20,7, 5015,6 Q 13 
Sea Ra = (А, В, Р(х, y), siendo А el conjunto de los hombres, В el de las mujeres y Р(х, v) 
quiere decir «x divide а р», Aqui t, no es una relación, pues P(a, b) carece de significado si 
а es un hombre y b una mujer. 
Sea Rs = (М, М, Р(х, y)), siendo N los números naturales y donde Р(х, y) significa «x es me- 
nor que y», Aquí Я; es una relación. 


Es de observar que R, y 6t, no son la misma relación, pese a venir ambas definidas por 
el mismo enunciado formal. 


Sea R = (А, B, Р(х, y)) una relación. Se dice que el enunciado formal Р(х, y) define una relación 
entre 4 y B. Además, si A = B, se dice que Р(х, y) define una relación en A o que @ es una 


relación en А. 
Ejemplo 2-6: 


Ejemplo 2-7: 


El enunciado formal Р(х, y), que se lee «x es menor que y», define una relación en los múme- + 
ros racionales, 

El enunciado formal «x es el esposo de y» define una relación entre el conjunto de hombres 
y el conjunto de mujeres, 


Terminología: Hay autores que llaman relación a la expresión Р(х, y), dando por sentado impli- 
citamente que las variables x e y tienen por dominios respectivos ciertos conjuntos А y В, es decir, que 
P(x, y) es una función lógica definida sobre cierto conjunto producto A x B. Aqui se mantendrá la de- 
nominación ya dicha, donde Р(х, y) es simplemente un enunciado formal y, por tanto, una relación 
consiste en P(x, y) y dos conjuntos dados A y B. 


CONJUNTOS DE SOLUCION Y GRAFOS DE RELACIONES 


Sea @ = (А, В, Р(х, «)) una relación. El conjunto de los elementos (a, b) de 4 x B para los cuales 
Pla, b) es verdadero, se llama conjunto solución Q* de la relación Я. Es decir, 


@* = ((a, b) |as A, be B, Pla, b) es cierto) 


Es claro que &t*, conjunto solución de una relación Q entre A y B, es un subconjunto de A x B, Por 
tanto, &t* se puede representar o mostrar en el diagrama de coordenadas de А x В. 

El grafo de una relación Q entre А y B consta de los puntos del diagrama de coordenadas de A x В 
que pertenecen al conjunto solución de Gt. 
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Ejemplo 3-1: „Sea Q = (4. В, Р(х, y). donde А = [2,3,4). В = |3, 4. 5, 6! y Р(х. v) significa «x divide 
a y». Entonces el conjunto solución de @ es 


@* = (02, 4). (2, 6), (3. 3). (3: 6). (4. 411 


En el diagrama de coordenadas de A x В que aparece en la Fig. 6-1 se muestra el conjunto 
solución de (R. 


Fig. 6-1 @* en sombreado 
Fig. 6-2 


Ejemplo 3-2: Sea Q la relación definida en los números reales por 
y<x+l 
La porción sombreada del diagrama cartesiano de R x R en la Fig. 6-2 consiste en los puntos 
que pertenecen a (R*, conjunto solución de Q, o sea que es el grafo de Gt. 


Nótese que @1* está formado por los puntos debajo de la recta y = x + 1. La recta 
y = x + 1 se representa en linea de trazos para indicar que los puntos de esa recta no per- 
tenecen a @*. 


RELACIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS 


Sea (R* un subconjunto de A x B. Puede definirse una relación Q = (A, B, Р(х, у)), donde Р(х, y) 

signifique A x 
«El par ordenado (x, y) pertenece a A*» 

El conjunto de solución de esta relación @ es el conjunto original Q*. Así, a toda relación @ = (A, B, 
Р(х, у)) corresponde un conjunto de solución único, &t*, que es un subconjunto de 4 х В, y a cada 
subconjunto @* de A x B corresponde una relación Q = (A, B, P(x, y)) de la cual es Q* el conjunto 
de solución. En vista de esta correspondencia inyectiva y sobreyectiva entre relaciones Я = (А, B, 
P(x, y)) y subconjuntos (R* de A x B, se puede definir también una relación así: 


Definición 6-1: Una relación Q entre A y B es un subconjunto de А x B. 


Si bien la Definición 6-1 de una relación puede parecer artificiosa, tiene sin embargo. la ventaja 
de que no se sirve de conceptos no definidos como «enunciado formal» y «variable» para definir una 
relación. 


Ejemplo 4-1: Sean A = (1,2, 3) y B = (a, b}. Entonces 
Q = ((1. a), (1, b), (3, a) 
es una relación entre A y B. Se tiene 
19а, 285, 362a 3&5 
Ejemplo 42: Sca W = (a, b, c}. Entonces 
Q = (ía, b), (a, с), (с, с), (с, b)} 
es una relación, y entonces 
aña, ba, с@с, a& b 
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Ejemplo 4-3: 


Observación 6-1: 
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Sea 

= WEE ЕК re vt 
Asi que @ es un conjunto de pares ordenados de números reales. о sea que es un subconjunto 
de R x R. Por consiguiente. (R es una relación en los números reales que se podría definir 


asimismo por & = (К.К. Рух.) 


habiéndose de leer Pla. 1) «у es menor que v». 


Si el conjunto 4 tiene т elementos y el B tiene n elementos, hay entonces 2™ rela- 
ciones distintas entre 4 y В, porque 4 x B, que tiene mn elementos, tiene 2"" sub- 
conjuntos diferentes. 


RELACIONES RECIPROCAS 


Toda relación 


Я entre A y B tiene una relación reciproca бї”! entre В y A. que se define por 
G^! = ЦЬ, a) | (а, Бук Q} 


Es decir. la relación reciproca (A ! consta de Jos pares ordenados que a) ser invertidos, es decir. per- 
mutados, pertenecen а R. 


Ejemplo 5-1: Sean et = 102.31 y B= la. 6). Entonces 


@ = (0, a (1. Б), 0.0) 
es una relación entre A y B. La relación reciproca de la Ф es 
A`! = (las 1), (b. 1). (a, 3] 


Ejemplo 5-2: Sea W = ja, b. c]. Entonces 


Q = (la. b). (а, c). (с, с), (с, В), 
es una relación en W. La relación reciproca de esta A es 
GU = ЦР. a) (с. а), (с, e) tb, ey 


RELACIONES REFLEXIVAS 
Sea Я = (4, A. Pix. 1) una relación en un conjunto 4, es decir, sea A un subconjunto de А х A. 


Se dice que @ es 


una relación reflexiva si. para todo a & A, 


(а. ade R 


о lo que es lo mismo. @ es reflexiva si todo elemento de 4 está relacionado consigo mismo. 


Ejemplo 6-1: 


Ejemplo 6-2: 


Ejemplo 6-3: 


Ejemplo 6-4: 


Scan V= [1,2,3,4| y 

" A = (1. 0.0, 4). (3, 3), (4, 1), (4, 4)] 
Esta @ no es una relación reflexiva, ya que (2. 2) no pertenece a R. Téngase en cuenta que 
todos los pares ordenados (a, a) deben pertenecer a @ para que @ sea reflexiva. 
Sea A el conjunto de triángulos del plano euclidiano. La relación @ definida en A por el 
enunciado formal «x es semejante a 1» es una relación reflexiva porque todo triángulo es se- 
mejante a sí mismo. 
Sea (8 la relación definida en los números reales por el enunciado formal «x es menor que v», 
es decir, «х < y». Aquí @ no es reflexiva, puesto que a 4 а para todo número real а. 
Seu 57 una familia de conjuntos y sea @ la relación definida en a рог «x es un subconjunto 
de v». Esta relación (& es reflexiva porque todo conjunto es subconjunto de si mismo. 


RELACIONES SIMETRICAS 
Sea @ un subconjunto de А х A, es decir, sea Я una relación en A. Se dice que @ es una relación 


simétrica м 


esto es, que si а es 


la, b) EG implica (b, a)g& 


lá relacionado con b, entonces b está relacionado con a. 
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Ejemplo 7-1: Sean 5 = (1,2, 3. 4} y 
Q = (0.3) (4. 2, 4. (2, 3), (3. D} 
Aqui @ no es una relación simétrica, puesto que 
(2,3)ER pero (3.2)£& 


Ejemplo 7-2: Sca А el conjunto de los triángulos del plano euclidiano, y sea R la relación en A definida 
por el enunciado formal «x es semejante a y». Entonces @ es simétrica, puesto que si el trián- 
gulo a es semejante al triángulo b, entonces el triángulo b es también semejante al a. 


Ejemplo 7-3: Sea Gt la relación en los números naturales V que viene definida por «x divide a у». Esta R 
no es simétrica, pues si 2 divide a 4, 4 no divide a 2. Es decir, 


LAER pero (4, 219 


Observación 6-2: Сото (a, ^) = G implica que (b. a) pertenece a la relación recíproca Gt ', @ es una 
relación simétrica si, y solamente si, 


R=A' 


RELACIONES ANTISIMETRICAS , 
Una relación @ en un conjunto А, o sea un subconjunto de 4 x A, se dice relación antisimétricg si 
(а. БЕ у (b. ajeR implican а = b 


O, en otras palabras, si а + b, entonces puede a estar relacionado con b, o bien b relacionado con a, 
pero no las dos cosas 


Ejemplo 8-1: Sea N el conjunto de los números naturales y @ sea la relación definida еп М por «x divide 
a у». Esta @ ез antisimétrica, puesto que a divide a b y b divide a a implican a = P. 


Ejemplo 8-2: Sea W = |1,2, 3, 4) y sea 
Q = {(1, 3). (4, 2), (4. 4). (2, 4)] 
no es una relación antisimétrica en W, pues 
(4, 2)Е Я у HER 


Ejemplo 8-3: Sea.» una familia de conjuntos, y sea @ la relación definida en .Y рог «x es un subconjunto 
de y». Esta relación (R es antisimétrica porque 


ACByBCA implica 4 = В 


Observación 6-3: Sea Р la diagonal de А х A, esto es, el conjunto de todos los pares ordenados 
(a, а) A х A. Entonces una relación Q en A es antisimétrica si, y solamente si, 
RNR'CD 


RELACIONES TRANSITIVAS 
Una relación @ en un conjunto А se dice relación transitiva si 
(a, b)£& y (b. сук implica (a, c) EG 
O sea que si a está relacionado con b, y b está relacionado con c, entonces a está relacionado con c. 
Ejemplo 9-1: Sea A el conjunto de gentes de la Tierra. Sea @ la relación en A definida por el enunciado for- 


mal «x ama a y». Si a ama a b y b ama a c. no se sigue necesariamente que a ama a с. Así 
que & no es una relación transitiva. 


Ejemplo 9-2: Sea (Я la relación definida en los números reales por «x es menor que у». Entonces, como 
ya se ha demostrado, 


a<byb<c implica a«c 


Por tanto, @ es una relación transitiva. 
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Ejemplo 9-3: Sea W = a. b, c} y sea 
Q = (а, Б), (с, b), (b, a), (a, c) 
Esta relación @ no es transitiva porque 
(с. РЕФ у (b. a)E рего (с,а)#@® 
Ejemplo 9-4: Dada „/, una familia de conjuntos, sea @ la relación definida en . por «x es un subconjunto 
de y». Aquí @ es una relación transitiva porque 
ACByBCC implica ACC 


RELACIONES DE EQUIVALENCIA 
Una relación @ en un conjunto А es una relación de equivalencia si 


(1) @ es reflexiva. esto es, para todo ак A, (a, aje 8. 
(2) Q es simétrica, esto es, (а, h) @ implica (b, а) =. 
(3) Q es transitiva, esto es, (a, b)e Q, у (b, c) E Q implican (a, c) £ A. 


Más adelante se hará un estudio más "complete de las relaciones de equivalencia en conjuntos. Baste 
ahora con dos ejemplos de relaciones de equivalencia. 
Ejemplo 10-1: Sea 4 el conjunto de triángulos del plano euclidiano. Sea Gt la relación en-A definida por 
«x es semejante a y». Entonces, como se demuestra en geometria, (Я es reflexiva, simétrica 
y transitiva y, por tanto, @ es una relación de equivalencia. 
Ejemplo 10-2: El ejemplo más importante de relación de equivalencia es el de la «igualdad», Para cuales- 
quiera elementos en todo conjunto: 
(D a=a, 
(2) а= b implica b = a. 
(3) a=b y b= c implican a = c. 


DOMINIO DE DEFINICION Y DOMINIO DE IMAGENES DE UNA RELACION: 


Sea R una relación entre A y B, es decir, sea Я un subconjunto de A х B. El dominio de definición D 
o dominio simplemente de la relación (R es el conjunto de todos los primeros elementos de los pares or- 
denados que pertenecen a @, o sea 
D = fa |@e A, (a, b)e Q} 


El dominio de imágenes E де la relación @ consiste en todos los segundos elementos que aparecen en 
los pares ordenados, о sea 


E = |Ь|ЬЕ B, (a, be Q} 


Se ve que el dominio de definición de una relación entre A y В es un subconjunto de А y que su domi- 

nio de imágenes es un subconjunto de B. 

Sean А = (1, 2, 3. 4], В = (а, b, c} y 

Q = (Q. а), (4, а), (4, c)) 

Aqui el dominio de definición de @ es el conjunto 

12, 4) y el dominio de imágenes de @ es el conjun- 

to (a, Cj. 

Ejemplo 11-2: Sea la relación Gt definida en los números reales 
por el enunciado formal «4x? + 9y? = 36». Se 
muestra @ en el diagrama de coordenadas cartesia- 
nas de R x Ren la figura de la derecha. El dominio 
de definición de @ es el intervalo cerrado [—3, 3] 
y el dominio de imágenes de @ es el intervalo ce- 
rrado [-2, 2]. ` 


Ejemplo 11-1: 


Observación 6-4: Sea una relación 6t entre A y B representada en un diagrama de coordenadas de 
A x B. Entonces a £ А está en el dominio de Gt si, y solamente si, la vertical por a 
contiene un punto del grafo de Gt. Asimismo, b £ B está en el dominio de imágenes 
de Q si, y solamente si, la horizontal por b contiene un punto del grafo de Gt. 
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RELACIONES Y FUNCIONES 
Repitamos la 


Definición 5-1: Una función f de A en B es un subconjunto de A x B en el cual cada a £ А aparece 4 
como primer elemento en un par ordenado de f y solo en uno. 


Como todo subconjunto de 4 x В es una relación, una función es un tipo especial de relación. 
Asi, por ejemplo, los términos «dominio de definición» y «dominio de imágenes» aparecen tanto en el 
estudio de las funciones como en el de las relaciones. 

Problema importante es en matemáticas el determinar si una relación (Я definida en los números 
reales por una ecuación de la forma 


Fix, у) = 0 
es о по una función. Es decir, dada la relación definida por 
Fix, у) = 0 


¿define una función y = f(x) esta relación? 
En general, este problema es en extremo dificil. Aqui solo se está en posibilidad de resolver tal pre- * 
gunta en el caso de ecuaciones muy sencillas. 


Ejemplo 12-1: Sea GR la relación en los números reales definida por 
2 + у? = 25 


Q se representa en el diagrama cartesiano R x R 
de la Figura 6-3. 


(Я es un círculo de radio 5 con el centro en el 
origen. Hay, pues, muchas verticales que contie- 
nen más de un punto de Я y así (3, 4) E R y tam- 
bién (3, —4) =. de modo que la relación @ no es 
una función. Repre: 


mación de R 
Fig. 6-3 


Ejemplo 12-2: Sean 4 = [—5, 5], B = [0, <o[ y sea @ la relación entre A y В definida por 
х? + y? = 25 
Я se representa en el diagrama de A х В de la Figura 6-4. 


G es la mitad superior de un circulo, pero aquí cada vertical contiene un punto, y solo 
uno, de Q; por tanto, Я es una función. 


A х Ben sombreado 


Representación de 8t Representación de R 
Fig. 6-4 Fig. 6-5 
Ejemplo 12-3: Sea @ la relación definida en los números reales por + 
2x - 3-6 


y que se representa (R en el diagrama cartesiano de R x R de la Fig. 6-5. Aqui R es una recta 
y cada vertical contiene un punto, y solo uno, de Я; @ es, pues, una función. Además, ex- 
presando x por y en la ecuación anterior, se tiene una fórmula que define la función A: 


y = f) = 2 
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Problemas resueltos 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS RELACIONES 
1. Sea Q la relación entre A = 11, 2. 3, 4j y B = (1, 3, 5) definida por el enunciado formal «x es me- 


nor que y». 

(1) Encontrar el conjunto de solución de Q, esto es, escribir R como un conjunto de pares 
ordenados. 

(2) Representar R en un diagrama de coordenadas de A x B. 

Solución: 5 


(1) Ges el conjunto de los pares ordenados (a, Б) e A x В para los cua- 
les a < b: entonces 


Ф = (0,3) (1,5), (2, 3). (2, 5), (3, 5), (4. 5); 1 
(2) @ se representa en el diagrama de coordenadas de A х Ben la figu- 
ra de la derecha. А ъа: * 4 


2. Sea Q la relación entre E = (2. 3, 4, 5} y F = (3, 6, 7, 10} definida por el enunciado formal 
«x divide a y» 
(1) Escribir Я como conjunto de pares ordenados, es decir, hallar el conjunto de solución de @. 
(2) Representar R en un diagrama de coordenadas de E x F. 


Solución: 10 [^ 
(1) Examinense los dieciséis elementos de E х F y elijanse aquellos pa- 
res ordenados en que el primer elemento divida al segundo; entonces T 
Q = (2. 6). (2, 10). (3, 3). (3. 6), (5, 10)) st | 
(2) Q aparece representada en el diagrama de coordenadas de E x F P 
en la figura de la derecha. 


3. Sea M = (а, b, c, dj y sea una relación (t en M represen- 
tada por los puntos que se muestran en el diagrama de coor- 
denadas de M x M en la figura de la derecha. 

(1) Decir qué es verdadero y qué falso en lo que sigue: 


(a) c & b, (b) dd a, (c) ad c, (d) bt b 


(2) Hallar (x | (x. b)e Q}, es decir, encontrar todos los 
elementos de M que están relacionados con b. 

(3) Hallar [x | (2. x) £ Q}, esto es, encontrar todos los 
elementos de M que se relacionan con d. 


Solución: 

(1) Notar primero que x Я y es verdadero si, y solamente si, (x, y) pertenece a Gt. 
(a) Falso, pues (c. b) £ t. (c) Verdadero, pues (а. c) £ . 
(b) Falso, pues (d, a) c Я. (d) Falso, pues (b, b) E @. 


(2) La horizontal por b contiene todos los puntos de @ en los que-b aparece de segundo elemento; contiene los 
pares ordenados (a, b), (b, b) y (d, b) de GR. Así que el conjunto pedido es (a. b, d}. 


(3) La vertical por d contiene todos los puntos de @ en que d aparece como primer elemento; contiene los pun- 
"tos (d, a) y (d, b) de Q. Asi que (a. b} es el conjunto pedido. і 


4. Cada uno de [os enunciados formales siguientes define una relación en los números reales. Repre- 
sentar cada relación en un diagrama cartesiano de R x R. 


0) у= (8) y<3-x (5) у = 2 
(2) у= 2? (4) y 2 senz (6) у> 2 
Solución: 
Para representar una relación en los números reales definida por un enunciado formal tal como 
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5. 


(a) у= fà) 

(b) у> fía) 

(с) » ft) 

(d) y < ft) 

(e) y= fiz) 
lo primero representar y = f(x) como es usual. Entonces la relación. o sea el conjunto buscado, constará de los 
puntas (а) de y = f(x) 

(^) encima de y = f(x) 

(c) encima de y en y = fix) 

(4) debajo de v = f(x) 

(е) debajo de y en v = fixi 


Y asi estas relaciones se representan como sigue: 5 


Obsérvese de nuevo que la curva y = f(x) se hace con trazos si los puntos de r = f(x) no pertenecen a la re- 
lación. ' 


Cada uno de los enunciados formales que siguen define una relación en los nümeros reales. Repre- 
sentar cada relación en el diagrama cartesiano de Я x Q. 


(1) zia y*«16 (б 224+y?-16<0) (3) z?+y? > 16 
(2) z?—4y?79 (о 2*-4y?-9= 0) (4) 1-4 < 9 
Solución: qe 
Para representar gráficamente una relación en los números reales definida por un enunciado formal del tipo ` 
fix. y) < 0 (o S. >, 2) representar primero fix. y) = 0. La curva f(x. у) = 0, en los casos simples. divide el pla- 
no en varias regiones. La relación contendrá todos los puntos de una o más regiones posiblemente. Ensayar con uno 
о más puntos de cada región para determinar si todos los puntas de la región pertenecen o no a la relación. 
La representación de cada una de las relaciones anteriores es como sigue: 


(1) 12) 


2507—16 < 0 
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(3) 


r+ = 16 х 4 < 9 


DOMINIOS DE DEFINICION, DOMINIOS DE IMAGENES Y RECIPROCAS 


6. Sea la relación R = |(1, 5), (4, 5). (1, 4), (4. 6), (3, 7), (7, 6). 
Averiguar (1) el dominio de definición de Q, (2) el dominio de imágenes de Q, (3) la reciproca de @. 
Solución: 
(1) El dominio de definición de @ es el conjunto de los primeros elementos de (t; ese dominio de @ es 
(1,4,3,7) 
(2) El dominio de imágenes de G es el conjuntc de los segundos elementos de Gt; así que este dominio de imá- 
genes es {5, 4, 6,7} 
(3) La reciproca de Q consiste en los mismos pares que Q, pero en orden inverso: entonces 
G^ = (6. 1), (5, 4), (4, 1). (6, 4), (7, 3), (6, 7) 


+7. Sea T = (1, 2, 3, 4, 5), y sea una relación Q en T representada por el conjunto de puntos que se 
indican en el siguiente diagrama de coordenadas de T x T. 


PS 


1234 5 


Hallar (1) el dominio de definición de Я, (2) el dominio de imágenes de Gt, (3) la recíproca de Gi. 

(4) Representar Gt^' en el diagrama de coordenadas de Т x T. 

Solución: 

` (1) El elemento xe 7 esta en el dominio de definición de Gt si, y solamente si. la vertical por x contiene un 
punto de @. Asi que el dominio de definición de & es el conjunto (2, 4, 5), pues la vertical por cada uno 
de estos elementos. y solo por éstos, contiene puntos de Gt. 

(2) El elemento x £ T está en el dominio de imágenes de @ si, y solamente si, la horizontal por x contiene un 
punto de Я. Asi que dicho dominio de imágenes де (A es el conjunto (1, 2, 4), pues la horizontal por cada 
uno de estos elementos, y solo por éstos, contiene al menos un punto de Gt. 

(3) Como 

@ = 108.1). (2, 4), (4,2), (4, 4), (5. 2) 
GU = (0,21 (4,2), (2, 4), (4, 4), (2, 5)) 


(4) Ф ' se representa en el diagrama de coordenadas de T x Т como sigue: 


мою о жт 


12345 
Representación de & ^! 
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"В, Sea Q = (х. | ХЕА. yeR, 4x? + 95? = 36). La representación de @ en el diagrama de 


Hallar (1) el dominio de definición de Q, (2) el dominio de imágenes de Gt, (3) Я '. 
Solución: 


(1) El dominio de definición de @ es el intervalo [—3. 3]. pues la vertical por cada uno de estos números, y 
solo éstos, contiene al menos un punto de @. 


(2) El dominio de imágenes de @ es el intervalo [—2, 2]. pues la horizontal por cada uno de estos elementos, 
y solo por estos. contiene al menos un punto de R. 


(3) @ ' se encuentra intercambiando x e v en el enunciado formal que define a @, luego 
GU! = fix. y) | xe R, ye R 9x? + 4y? = 36) 


9. (Qué relaciones, si las hay. existen entre el dominio de definición y el de imágenes de una rela- 
ción Q y entre los mismos dominios de R”'? 
Solución: 
Como Gt ' tiene los mismos pares que Gl excepto que los tiene en orden inverso. cada primer elemento en 
R es segundo elemento en (A ', y cada segundo elemento en R es primer elemento en @ '. En consecuencia. 
el dominio de detinición de @ es el dominio de imágenes de Gt ' y el dominio de imágenes de @ es el dominio 
de definición de Gt '. 


10. Sea Q la relación en los números naturales № = |l, 2, 3... . | definida por el enunciado formal 
«2x + у = 10», es decir, 
Я = (x. у) | ХЕЛ. ve М, 2x + y = 10] 


Dar (1) el dominio de definición de Q, (2) el dominio de imágenes de Q, (3) @ С '. 
Solución: 
Observar primero que el conjunto de solución de 2x + v = 10 es 
@ = (0.8). (2. 6). (3. 4). (4. 2)! 


no obstante haber infinitos elementos en М. 


tl) El dominio de definición de Gt. que consiste en los primeros elementos de RR. es |1, 2. 
(21. El dominio de imágenes de Q. que consiste en los segundos elementos de . es |8. 6, 4, 2) 
(1) GU! se obtiene intercambiando x e y en el enunciado formal que define a Q: por tanto, 


GU! = |е ve М.х + 2y= 10) 
Si, pues como R ' contiene los mismos pares que Я pero en orden inverso, Q` ' se puede definir рог 
Ж! = |(8. 1). (6. 2). (4. 3), (2, 4) 


RELACIONES REFLEXIVAS 


MH. ¿Cuándo una relación @ en un conjunto А es no reflexiva? 
Solución: 
R es no reflexiva sí hay al menos un elemento a £ 4 tal que (a. a) £ Q. 


12. Sean MW - j 
Solución: 
R os no rellexiva porque 3 H^ y BER + 


2.3. 4j y @ = (0. 1). (1. 3), (2. 2). (3. 1). (4. 4). ¿Es reflexiva Q? 
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13. Sea А un conjunto cualquiera y sea D la «diagonal» de A x A, es decir, D es el conjunto de todose 
los (a, а) con a € A. ¿Qué relación hay entre todas las relaciones reflexivas R en 4 y D? 


Solución: 
Toda relación reflexiva Q en A debe contener la «diagonal», es decir. que D es un subconjunto de & A 
es reflexiva 


14. Los siguientes enunciados formales definen cada uno una relación @ en los números naturales М. 
Decir en cada caso si la relación es o no reflexiva. 


(1) «x es menor o igual que y» (3) «x t у= 10», 
(2) «x divide а у», (4) «x e y son primos relativos». 
Solución: 


(1) Como « € a para todo сЕ N. (a, a) £ Q. Asi que @ es reflexiva. 

(2) Puesto que todo número se divide a si mismo, la relación es reflexiva. 

(3) Siendo 3 + 3 + 10, 3 no está relacionado sonsigo mismo y, por tanto, Я no es reflexiva 
(4) El máximo común divisor de 5 y 5 es 5: asi, pues, (5. 5) £ Gt, con lo que Я no es reflexiva, 


15. Sea E = |l. 2. 3]. Examinense las siguientes relaciones en Е: 
G, = ((1. 2), (3, 2), (2. 2), (2, 3) @„ = {(1. 2) 
Ra = (0,2, (2. 3). (1. 3)} Я; = Ех Е 


Qy = (0, 1), (2, 2), (2.3), (3. 2), (3, 3)} 


Decir de cada una de estas relaciones si es o no reflexiva. 
Solución: 


Si una relación en Æ es reflexiva, entonces (1, 1), (2, 2) y (3. 3) deben pertenecer a la relación. Así, pues, 
únicamente R, y Rs son reflexivas. 


RELACION 


5 SIMETRICAS 


16. ¿Cuándo una relación @ en un conjunto А es no simétrica? 
Solución: 
Я es no simétrica si hay elementos a € 4, he A tales que 


(a, РЕЯ, (2, a) £ OR 


Nótese que u + h, sino (a, h) @ implica (P. a) £ t 


17. Dudes Po iL 
Solución: 
Q es no simétrica. puesto que 3 V. 4r F. 3. HER y (4,3) £6 


dea? 


2) C. 4, 2175 0. 3 ues GL sin 


18. ¿Hay algún conjunto 4 en que toda relación en A sea simétri 
Solución: 
Sid es el 


»njunto vacio о si 4 solamente tiene un elemento. entonces toda relación en A es simétrica. 


19. Cada uno de los enunciados formales siguientes define una relación A en los números naturales №. 
Decir de cada una si es о no una relación simétrica. 
(1) «x es menor o igual que 1». (3) «x t у= 10». 
(2) «x divide a v». (4) «x + 2v = 10» 
Solución: 
(1) Como 3 5pero 5 4 3. (3. SER y( 


(2) Como 2 divide a 4 pero no divide a 2, ( 


JER. Asi que Q no es simétrica 
4ER A, 2) c GL Y así, pues, Я es no simétrica. 
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20. 


21. 


(3) Sia + b= 10, b + a = 10: es decir, que si (a. ^) £ Я aqui se sigue que (^. a) e R. G es. pues, simétrica. 
(4) Se ve que (2, 4) c Я pero que (4, 2) £ Q, es decir, que 2 + 2(4) = 10 pero 4 + 202) = 10. Q es по simé- 
trica. 


Dado Е =, (1. 2, 3j. sean las siguientes relaciones еп Ё: 


6, = (01. 1). (2. 1). (2. 2) (3, 2), (2, 3) Gu = (01. Г}. (3, 2), (2; 3)! 
Q, = 11) G.-EXE 
6, = 101. 2) 


Establecer si estas relaciones son o no simétricas. 


(1) Я, es no simétrica puesto que (2. 1) Е, pero (1. 2) Я, (4) 1, es simétrica 
(2) @, es simétrica. (5) Ry es simétrica 
(3) Ry no es simétrica ya que (1, 2)& Q, pero (2, 1) £ Ry. 


Demostrar: Sean A y R' relaciones simétricas en un conjunto A; entonces R  (R' es una relación 
simétrica en 4. 
Solución: 

Siendo @ y @' subconjuntos de 4 х 4. entonces R (^) 6L también es un subconjunto de A х A y, por con- 
siguiente, es una relación en 4. 

Sea (a, b) & R A GU. Entonces (a, b) e @ y (a. b) e R’. Como R y GU son simétricas. (A, а) pertenece también 
а @ y (^. а) pertenece también a GU; luego (b, сЕ Я A R 

Queda demostrado que (а. hje R A GU implica (b. а)к RF) y que. por tanto, R A (V es simétrica 


RELACIONES ANTISIMETRICAS 


22. 


23. 


25. 


¿Cuándo una relación 61 en un conjunto 4 es no antisimétrica? 
Solución: А 
Q es no antisimétrica si hay elementos a € A. be А, а + В, tales que (а, Бук 8 y (b, ac @ 


Sea W=|1,2,3,4, y = [(1, 2), (3, 4), (2. 2), (3. 3). (2, 1)). ¿Es Я antisimétrica” 
Solución: . 
Q es no antisimétrica, porque | £ W,2£W.1+2, (1. 2)Е Яу (2. DER. 


¿Puede una relación (RR en un conjunto 4 ser simétrica y antisimétrica? 
Solución: > 
Cualquier subconjunto de la «diagonal» de A x A, esto es, cualquier relación @ en A en la que 
(a. b) e R implique а = ^ 


es tanto simétrica como antisimétrica. 


Sea E = |l. 2. 3j. Considérense las siguientes relaciones en Е: 
Q æ 101. 1), (2, 1). (2. 2). (3. 2), (2. 3)} 6, = (01. 1). (2, 3), (32 
6; = 0. 01 @,=ЕхЕ 
@ = id. 2); 

Decir de cada relación si es o no antisimétrica. 

Solución: 


(0). Gt, no es antisimétrica, pues (3, 2) 6t, y 2. 3) 660, 
(2) Ry es antisimétric 

(3) Ry es antisim 
14) Ot, no es antisimétrica. porque (2, 3) =, y 13, 2) £ Gt. 
(5) 6l, no es antisimétrica, por la misma razón que en Gt 
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26. Sea E=!l. 2, 31. Dar un ejemplo de una relación Q еп Е que no sea simétrica ni anti- 
simétrica. Ў 
Solución: 
La relación @ = 101. 2). (2. 1), (2. 35] no es simétrica porque (2. 3) є A pero (3, 23€ Gt 


A tampoco es antisimétrica porque (1. 21£ Q y (2. 1)Е Я. 


27. Cada uno de los siguientes enunciados formales define una relación @ en los números naturales М. 


Decir de cada relación si es o no antisimétrica. ^ 
(1) «x es menor o igual que y» (3) «x + 2r = 10» 
(2) «x es menor que y» (4) «x divide a 1» 
Solución: 


(1) Comoa< h y b € a implican u = ^. Q es antisimétrica. 
(2) Sia = b. entonces bien a < ho bien ^ < a: asi que @ es antisimétrica. 


(3) El conjunto de solución es @* = 1(2. 4). (4, 3), 16. 2). (8. 1)1. Obsérveseque R у Я! = Ø. que es un sub- * 
conjunto de la «diagonal» de N х N. Asi que @ es antisimétrica. 
(4) Como a divide a Ру b divide a a implican а = b. Q es antisimétrica. 


RELACIONES TRANSITIVAS 


28. ¿Cuándo una relación en un conjunto 4 es no transiti 
Solución: 
Q es no transitiva si hay elementos u. ^ y e de А no necesariamente distintos. tales que 


(а. МЕ, (Б. сс pero (а. c)e 


29. Sean W = |1. 2. 3. 41 y Q = 11. 2). (4. 3). Q. 2), (2. 1). (3. 11. ¿Es @ transitiva? 
Solución: 
(Я no es transitiva, pues (4. 3)€ GL. (3. 1) £ Q pero (4. 1) £ GL. 


30. Sean W = 11. 2. 3. 41 y Q = |2. 2). (2. 3), 41. 4), (3, 2). ¿Es Q transitiva? 
Solución: 
Q no es transitiva, puesto que (3. 21r 8t. (2, 315 @ pero (3. DER. 


31. Cada uno de los enunciados formales que siguen define una relación @ en los números naturales N 
Decir de cada relación si es transi 


(1) «x es menor o igual a 1» (3) «x4 у= 10» 
(2) «x divide i» (4) «т + 2r = 5» 


Solución: 


(d). Como 7 hyh< cimplican u € c. la relación es transi! 
Q) Si v divide a v e v diyide a = 


ra. 
entonces y divide а т. esto es. 


(x. ER. irte @ impli 


Asi que @ es transitiva 
(3) Obsérvese que 2 + 8 = 10.8 + 2— 102425 


12. 8)c GL (8.2) 


Asi que (R no es transitiva. 
19) GR по es transitiva. puesto que (3. 1) £ GL. (1. 2) Я pero (3, 2) g QR: esto us. 


3+2M1)=5.1+20)=5 pero 32 221 = 59 
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+32. Demostrar: Si una relación @ es transitiva, entonces su relación reciproca &t ' también lo es. 
Solución : 
Sean (a, b) y (b, c) elementos de &t^' ; entonces (c. h) @ y (b, a)eR. Como Q es transitiva, (c, a) 
también pertenece a 6t; luego (a, c) E R7*. 
Queda demostrado que (a, b) є Qt !, (b, c) e &t ^ ' implican (a, c) c t ^! ; luego R`’ es transitiva. 
33. Dado E = {1, 2, 3), sean las siguientes relaciones en Е: 
Q, = {(1, 2), (2, 2) Q, = {(1, 1) 
“Q = {(1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 1), (1, 1)} G,—-ExE 
Ry = 101, 2} 
Establecer en cada relación si es o no transitiva. 
Solución: 
Todas las relaciones son transitivas menos la (Й,, que no lo es porque 
(2, 1)£65, (1, 2), pero (2, 2), 
RELACIONES Y FUNCIONES 
134. Dado W = {1, 2, 3, 4), sean las relaciones siguientes en W: 
6, = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} Q = {(1, 2), (3, 4), (4, 1) 
6; = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)} Q, = {(2, 1), (4, 4), (3, 1), (2, 3)} 
Q, = {(1, 1), (2, 1), (3. 1), (4. D} 
Decir de cada una de estas relaciones si es o no una función de W en W. 
Solución: 
Primero tener en cuenta que una relación R en W es una función de W en W si, y solamente si, todo a c W 
aparece como primer elemento en un par ordenado de (R, y solo en uno. 
(1) GR, es una función. 
(2) t, no es una función porque 1 £ W y 1 aparece como primer elemento en (1, 1) £ GR, y en (1, 2) c Qz. 
(3) Gt, es una función. 
(4) GL, no es una función porque 2 є W, pero 2 no aparece de primer elemento en ningún par ordenado de Q4. 
(5) @, no es una función porque los dos pares ordenados diferentes (2, 1) y (2, 3), que pertenecen a Q, tienen 
el mismo primer elemento. 
35. Sean la relación (RR entre' А у B representada en el diagrama de coordenadas de A x B. ¿Cómo 
se podría determinar geométricamente si @ es o no es una función de A en В? 
Solución: К 
Si toda vertical contiene solamente un punto de Q, entonces @ es una función de 4 en В. 
‚36. Sean A = [-4.4]. B = [0, 4], C = [-2,0] y D = [—4. 0] y el enunciado formal Р(х, y) que 


dice «x? + y? = 16». De la consideración de las siguientes relaciones 
(1) Q, = (4, В, Р(х, y) (4) Q, = (A, С, Р(х, y) 
(2) @, = (B, A, Р(х, y) (5) Q, = (4, D. Р(х, у)) 
(3) A, = (B, B, Р(х, y) 


concluir cuáles son funciones y cuáles no lo son. 


Nótese primero que la relación @ en los números reales definida por x? + y? = 16 comprende los puntos 
de un circulo de radio 4 con centro en el origen, como se ve en la Figura 6-6. 
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Lo Ben sombreado 
Representación de Representación de ót 
Fig. 6-6 Fig. 6-7 
(1) Representar 4A < B en el diagrama cartesiano de R x R indicando @ por sombreado del área apropiada 
como se ve en la Figura 6-7. 
La intersección del círculo (Я con A х B es (R,. Nótese que cada vertical por 4 contiene precisamente 
un punto de G,. lo que hace que (R, sea una función 
(2) Representar В х A y @ еп un diagrama cartesiano como se ve en la Figura 6-8. 
R, = GEO UE х A) Se ve que hay vertical por elementos de В que contienen dos puntos de R: luc- 
go R; no es una función. 


Hos d en sombreado Bos Ben sombreado 
Representación de R Representación de i 
Fig. 6-8 Fig. 6-9 


(3) Representar В х B y @ en el diagrama cartesiano de R x R como se ve en la Figura 6-9. 
Cada vertical por cada elemento de B contiene precisamente un punto de R, = Я (В x B); asi 
que R, es una función 
(4) Representar 4 x C y (t en el diagrama cartesiano de R x А como en la Figura 6-10. 
La vertical por Og A no contiene ningún punto de Gt. Gt, = RN (4 х С): luego Ra no cs 


una función. 


1 C en sombreado 1x D en sombreado 
Representación de 6t 
Fig. 6-11 


Representación de 8 
Fig. 6-10 
(5) Representar 4 x D y @ еп un diagrama de coordenadas de R x R como en la Figura 6-11 
Notar que cada vertical por cualquier elemento de А contiene precisamente un punto de R, = 
RN (GL x D) y. por tanto, Q; es una función de 4 en D. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
37. Sea R la relación en los números naturales № definida por el enunciado formal «(x — y) es divis 
ble por 5»; es decir, 


R = 10. у) x EN. ye М, (x — y) es divisible por 5j 


Demostrar que (Я es una relación de equivalencia. 
Solución: 


Sea u c N; entonces (a — a) = 0 es divisible por 5 y, por tanto, (a, а) e Q, con lo que @ es reflexiva. 
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39. 


Sea (a, Б) є A; entonces (a — b) es divisible por 5 y. por tanto. (b — а) = —(a — b) también es divisible 
por 5. Por lo que (b, a) pertenece a A. Como 


A (а, Буе implica (b a)r R 
Q es simétrica. . 
Sean (a, b) e & y (b. c) = Q; entonces (a — h) y (^ — c) son divisibles por 5. Por tanto, (u — с) = (a — b) + 
(b — c) es también divisible por 5, esto es, (a, c) pertenece a R. Como 
: (а. Бук у (b.c)e implica (и, c) EG 
Q cs transitiva. 
Siendo @ reflexiva, simétrica y transitiva, t es, por definición, una relaclón de equivalencia. 


Sean A y R' relaciones en un conjunto A. Demostrar las siguientes proposiciones 


(1) Si Q es simétrica y si Q’ es simétrica, entonces Q U Q’ es simétrica. 

(2) Si R es reflexiva y (R' es una relación cualquiera, entonces Q U R' es reflexiva. 

Solución: 

(1) Si (a, b) £ Q U GU, entonces (a, b) pertenece a Q o a (R'. que son simétricas. Luego (b, a) pertenece también 
а Q о a GU. o sea que (^, a)e A U GU y RU GU es simétrica. 

(2) Q es reflexiva si, y solo si, Q contiene la «diagonal» D de A x A. Pero D C A y A C RU G implican 
D C Q U Я. Por consiguiente, R U GU es reflexiva. 


Sean R y R' relaciones en un conjunto A. Demostrar la falsedad de los siguientes razonamientos 
valiéndose de un contraejemplo, es decir, de un ejemplo en que el razonamiento no es verdadero. 


(1) Si Q es antisimétrica y Q’ es antisimétrica, entonces Q U GU es antisimétrica. 
(2) Si Я es transitiva y (R' es transitiva, entonces RU Q’ es transitiva. 
Solución: 


(1) 6 = (1, 2)) y G' = {(2, 1) son ambas antisimétricas; pero R U Q’ = [(1, 2), (2, 1)} no es antisimé- 
trica. * 
Q) Q= (1,2) y R' = [(2,3)} son cada una transitivas, pero R U Q’ = [(1, 2), (2, 3)) no es transitiva. 
Sean Q = {(х, y)]xeR, yeR, y = х2) 
@' = {(х, y) | ХЕДА, УЕА, y <x +2} 


Notar que Я y (R' son ambas relaciones en los números reales. 

(1) Representar la relación 5/7 A' en el diagrama cartesiano de А x R. 

(2) Averiguar el dominio de definición de AN Gt. 

(3) Averiguar el dominio de imágenes de RN &'. 

Solución: 

(1) Representar Q en un diagrama de R х R como en el Problema 4 rayando @ con trazos inclinados a la de- 
recha (////): y en el mismo diagrama representar (R' con trazos inclinados a la izquierda (WW), como se ve 
en la Fig. 6-12. El área con doble rayado es @ (^) A”. Asi aparece R A @' representado en la Figura 6-13. 


Representación de @ y A” 
Fig. 6-12 Fig. 6-13 
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(2) El dominio de definición de @ (^ A” es [— 1. 2], pues toda vertical por cada punto de este intervalo, y solo 
por esos puntos, contiene un punto de RNA”. 


(3) El dominio de imágenes de 6t (^| ®' es [0, 4], porque toda horizontal por cada punto de este intervalo, у 
solo por esos puntos, contiene al menos un punto de & (1 A”. 


Problemas propuestos 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS RELACIONES 


41. 


42. 


Sea Я una relación en A = 12. 3, 4, 5) definida por el enunciado formal «x e y son primos relativos», esto es. 
«el único divisor común de x e y es 1». 


(1) Averiguar el conjunto de solución de (R. o lo que es lo mismo, escribir @ como un conjunto de pares ordenados. 
(2) Representar G en un diagrama de coordenadas de 4 x A 


Sca la relación en В = (2, 3. 4, 5, 6) definida por el enunciado formal «|x — y| es divisible por 3». Escribir @ 
como un conjunto de pares ordenados 


Dados С = 11. 2, 3. 4. 5! y la relación @ en C por el conjunto de puntos representados en el siguiente diagrama 
de coordenadas de € x C: 


ablecer si es verdadero o falso: (a) 1 @ 4, (b) 2R5, (c) 3 Q1, (d) 5@3. 


(2) ribir los siguientes subconjuntos de С en forma tabular: 
(a) {= | 30 z} (0) {= | (2,248) 
(6) (z | (4,2) 68) 4) {9 |х 5) 


Hallar (3) el dominio de definición de Q, (4) el dominio de imágenes de Q, (5) R` '. 


Los enunciados formales que siguen definen sendas relaciones en los números reales. Representar cada relación 
en un diagrama de coordenadas de R х R. 


(1) y < 21—42 +2 (3) z< y 
(2) у = 5+2 (4) z =seny 


Sea Q = [x y) | xe Rye Rx! + 4y?S 161 
(1) Representar Gen el diagrama de R х R. Hallar (2)el dominio de definición de &t, (3)el dominio de imágenes de. 


Sea Q = (0х, у) | xE R ye R х2 — у*> 4) 

(1) Representar G en el diagrama cartesiano de R х R. Hallar (2) cl dominio de definición de (A, (3) el dominio 
de imágenes de Q. (4) Definir &t- '. 

Sca @ la relación en los números naturales N definida por el enunciado formal «х + Зу = 12». Dicho de otra 

UE Q = (х. у) | xeN ye Nx + Зу = 12) 


(1) Escribir Q como un conjunto de pares ordenados. Hallar (2) cl dominio de definición de A, (3) el dominio 
de imágenes de Q, (4) R`. 
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48. Sca Q la relación en los números naturales № definida por 2x + 4r = 15. 
(1) Escribir @ como conjunto de pares ordenados. Hallar (2) cl dominio de definición de (R. (3) el dominio de 
imágenes de Q, (4) &^' 


RELACIONES REFLEXIVAS, SIMETRICAS, ANTISIMETRICAS Y TRANSITIVAS 
49. Dado W = |1. 2. 3, 4) considérense las siguientes relaciones сп W 


8, = 101.1). (1, 2) A, = (0.1. 0, 2). 3.3) 
9, = ((1.1),(2.3)(41)) A = жх 
8, = (0.3). (2.4) 


Establecer para cada una si es о no: (1) simétrica, (2) antisimétrica, (3) transitiva. (4) reflexiva 


50. Establecer la verdad o falsedad de los razonamientos que siguen. suponiendo que @ y @' son relaciones en un 
conjunto 4 
(1) Si Я es simétrica, entonces Gt ' es simétrica. 
(2) Si GR es antisimétrica, entonces Q` ' es antisimétrica 
(3) Si GR es reflexiva, entonces @ (1 ' + Ø. 
(4) Si @ es simétrica, entonces ANA ! + Ø 
(5) Si & es transitiva y (R' es transitiva, entonces Ё U Gt es transitiva. 
(6) Si @ es transitiva y GU es transitiva, entonces Q (^ Q’ es transitiva. 
(7) Si Ж es antisimétrica y @' es antisimétrica, entonces @ { Q’ es antisimétrica. 
(8) Si GL es antisimétrica y Q’ es antisimétrica, entonces Q (^ Q’ es antisimétrica. 
(9) Si GL es reflexiva у Q’ es reflexiva, entonces Q U GU es reflexiva. 
(10) Si Q es reflexiva y Q’ es reflexiva, entonces R (| Gt es reflexiva 


51. Sea L el conjunto de rectas del plano euclidiano y sea la relación Я definida en L por «x es paralela a y» 
Decir si @ es o no (1) reflexiva, (2) simétrica, (3) antisimétrica, (4) transitiva. (Se acepta que una recta es parale- 
la a si misma.) 


52. Dado L, el conjunto de rectas del plano euclidiano, sea A la relación en £ definida por «x es perpendicular a 1». 
Decir si Q es o no (1) reflexiva. (2) simétrica, (3) antisimétrica, (4) transitiva. 


53. Dada una familia f de conjuntos, sea @ la relación definida en .& por «x es disjunto de y». Decir si t es o no 
(1) reflexiva. (2) simétrica, (3) antisimétrica, (4) transitiva. 


54. (Qué clase de relación es A si (1) ПЯ ! = g.0)& = Я '? 


55. Cada enunciado formal de los que siguen define una relación en los números naturales № 


(1) «x es mayor que y». (3) «x por y es el cuadrado de un número». 
(2) «x es múltiplo de y». (4) «x + 3v — 12» 


Decir de cada relación si es о no (a) reflexiva. (b) simétrica. (c) antisimétrica, (d) transitiva 


RELACIONES Y FUNCIONES 
56. Dado T= la. ^. 


. dj. considerar las siguientes relaciones en T 


(1) 9, = ((a b), (b. с), (с, d). (d. a) 14)- Q, = (a. ad, (Б. а). tc. ad. dy 
(2) A, = (0. а). (с. d). (Б. а). (a.b). (d. b). (51 Gl, = 106 a). ta с). й 
B) A, = ild. с), (c. Б), (a, Б). (d. d) 


Establecer si cada relación es o no una función. 
57. Sea A = | -4.4]. B = [0.4], C = [—4.0]. y sea el enunciado formal Pts. 1) que quiere decir «v? + 402 = 169 
Considerar las relaciones siguientes: 


0) Gh, = (A, B. Р(х. у) (3) OR, = (UL A. Pb 19) 
(2) Q = (A, C. Р(х, 1) (4) Qa = (В. C. Рх. vn 


Representar cada relación en un plano cartesiano como en cl Problema 36. y establecer si la relación es o no una 
función. 
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58. Dados 4 = [0, »[. B = ] - x. 0]. C = |2. »[.D = ]- 
«xi - 4». considerar la relación 


-2] y el enunciado formal Pty. y) que мепійс 


@ = (А. Y. Pl) 


donde Y e Y son conjuntos desconocidos. Si Y e Y pueden ser cualesquiera de los cuatro conjuntos anteriore: 
les de las dieciséis relaciones son funciones? (Sugerencia: primero representar Р(х. ү) en un plano cartesiano.) 


59. Sea A cualquier conjunto 
(1) ¿Hay más de una relación reflexiva en 4 que sea una función? 
(2) ¿Hay alguna relación reflexiva en А que sea una función? 


60. Demostrar: Si 4 no es io y R es una relación transitiva en A que no contiene ningún «elemento de la diago- 
nal» (x. x) E A x A, entonces Q по es una función en 4 


PROBLEMAS DIVERSOS V 
61. Considérense las siguientes relaciones en los números reales: 
QR = Кх. v) | ve R. ver. 


R их. з) | xE R. ує R. ү > 42/9; 
ntar la relación R (^ Q’ en un diagrama de coordenadas de R x R. 
n de RAR’. (3) Hallar el dominio de imágenes de & (161. 


(1) Repre 
(2) Averiguar el dominio de defini 


62. Considérense los siguientes conjuntos de pares de números reales. o sea relaciones en R 


(1) (Gy) | x*+ y= 251 0 (xr, y) | y = 32/4] 
(2 (x9) | 22+ y! = 251 n (a, у) | y > 42/9) 
(3) (0,0) | а + ут 25) U f(x, y) | y = Az'79) 
(4) ta) zy! < 25) 0 (ay) | y < 32/4) 


Representar cada relación en un diagrama de coordenadas de R x R y establecer el dominio de definición 
y el dominio de imágenes. 


63. Sea A el conjunto de las personas. Cada enunciado formal siguiente define una relación @. Para cada una de estas 
relaciones, hallar un enunciado formal. el llamado a veces «enunciado reciproco». que defina la relación reciproca. 


(1) «x es el marido de y» (4) «x es más rico que y» 


(2) «x es mayor que y» (5) «x es más inteligente que 1» 
(3) «x es más alto que y» 


64. Sean N los nümeros naturales. Cada enunciado formal de los que siguen define una relación en N. Para cada una 
de tales relaciones, encontrar un enunciado formal que defina la relación reciproca. 


(1) «x es mayor que y» (3) «x es múltiplo de y» 
(2) «x es mayor o igual que y» (4) «х + 3y = 30» 


Respuestas a los problemas propuestos 


а. (1) Q = ((2,3), (2,5), (3,2), (3, 4), (3, 5), (4,3), (4, 5), (5,2), (5, 3), (5, 4)) 
(2) 
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42. R = ((2,2), (2,5), (3,3), (3,6), (4, 4), (5, 5), (5, 2), (6, 6), (6, 3) 
43. (1) (a) Cierto. (b) Falso. (e) Falso. (d) Cierto. 

(2) (а) {1,4,5}, (b) Ø, (e) (2,3, 4), (d) (3) 

(3) (1,3,5) (4) (1,2,4,5) 

(5) R= = ((1,3), (1,5), (2, 1), (2, 5), (4, 1), (4, 3), (4,5), (5, 3)) 


4. (1) 12) 


(3) (4) 


(2) El dominio de definición de @ es [—4. 4]. (31 El dominio de imágenes de @ es [ -2. 2 


46. (1) 


(2) El dominio de definición de @ es ix|x 2 20 x € —2|. 
(3) El dominio de definición de R es R. 
(4) RE = (х. р) | xE R, УЕА, x? – y! S —4|. 
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47. (1) Q= H9. 1). 46. 2). (3, 3)] 43) (12.31 
Q) (9.6.3 (4) GU' = (І. 9). (2, 6), G. 3) 


48 (1) Ø. (2) Ø. (3) Ø. (4) Ø- 


49. (1) R, y Rs son simétricas. (3) Todas las relaciones son transitivas. 
(2) Solo R, no es antisimétrica. (4) Solo Q; es reflexiva. 

50. (1) Cierta (3) Cierta (5) Falsa (7) Falsa (9) Cierta 
(2) Cierta (4) Falsa (6) Cierta (8) Cierta (10) Cierta 


51. (Я cs reflexiva, simétrica y transitiva, esto es, una relación equivalente. @ no es antisimétrica 
52. (Я es solo simétrica 
53. Res solo simétrica. 
54. (1) antisimétrica, (2) simétrica. 
55. (1) antisimétrica y transitiva. 
(2) reflexiva, antisimétrica y transitiva. 


(3) reflex ¡métrica y transitiva, esto es, una relación equivalente. 
(4) antisimétrica y transitiva. 


56. (1) Si. (2) 81. (3) No, (4) Si. (5) No. 


(2) 


6l, es una función A, es una función 


(3) 


R, no es una función 6, es una función 


58. Las únicas relaciones que son funciones son: 


Q = (С. А, Р(х, у). Q = (С, B. Pix. у). Q = (D, A, Pix, y), 8 = (D, B, Р(х, y). 


59. La única relación reflexiva en un conjunto A que es una función, es la relación que solo contiene los pares orde- 
nados de la «diagonal» de А x A; define la función idéntica sobre A. Por tanto, (1) no, (2) sí. 
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60. Como 4 + Ø, hay algún elemento a € A. Si @ es una función, hay entonces un par ordenado (a, Б) = @ tal que, 
por hipótesis. u = Б. Y. además. como ^ £ А. hay un par ordenado (5, c) € Я tal que ^ + c. Como Q es transitiva 

(а. HER y (h, c) EL implica. (а. c)g t 


Asi 
la. БЕЯ, (а. c)g R, h = с 


8 no puede ser una función puesto que contiene dos pares ordenados diferentes con el mismo primer clemento. 


61. 1) 
RAOR en sombreado 
(2) [-3,3| 
(3) [0,5] 
62. (1) (2) 
El dominio de definición es | — El dominio de definición es R 
El dominio de imágenes es [ — 3. El dominio de imágenes es |4, /[ 
(3) 


mimio de definición es АА А < 


El dominio de definición es R 
EI dominio de imagenes es | 5. < | El dominio de imágenes es la | -5 < v < M 


63. (1) «x es la esposa de 1» 
(2) «x es menor que 1» 
(3) «x es más bajo que 1» 
(4) «v es más pobre que 1» 
(5) «x es menos inteligente que у» 


64. (1) «x es menor que y» 
(2) «x es menor o igual que y» 
(3) «x divide a у» о «x es un factor de y» 
(4) «Ay + 2y = 30» 


Capítulo 7 


Complementos a la teoría de conjuntos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS 


Las operaciones de unión, intersección y de complemento entre conjuntos cumplen varias leyes. 
la Tabla | se enuncian estas leyes, la mayoría de las cuales 


es decir. verifican ciertas identidades. En 


ya se han visto y demostrado en el Capítulo 2. Hay una rama de las matemáticas en que se investiga 
la teoria de conjuntos estudiando aquellos teoremas que se deducen de estas leyes, es decir, aquellos 
de estas leyes y solo de ellas. Se dirá que las leyes de la Tabla 1 


teoremas cuya demost 


ición requi 


y sus consecuencias constituyen el álgebra de conjuntos. 


LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS 
Leyes de idempotenci; 
la. AUA A lb. ADA = А 
Leyes asociativas 
2a. (AUBJUC = Au(BUC) 2b. (AnB)nC = AMBAC) 
Leyes conmutativas 
За. AUB BUA 3b ANB = BNA 
Leyes disiributivas 
4a. AU(BnC) = (AUB)N(AUC) 4b. AD(BUC) = (AnB)u(AnC) 
Leyes de identidad 
ба. AUD = A 5b ANU =A 
ва. AUU = О 6b ANY =Ø 
Leyes de complemento 
Ta. АЧА’ = U Tb. ANA' = Y 
8a. (A) = A 8 1" = 9, Ø =U 
Leyes de De Morgan 
9а. (AUB) = A'nB' 9b. (ANBY = A'UB' 


Tabla 1 


Es de notar que el concepto de «elemento» y la relación «a pertenece a A» no aparecen en ninguna 
parte en la Tabla 1. Aunque estos conceptos eran esenciales para el desarrollo previo de la teoría de 
conjuntos, no aparecen al investigar el álgebra de conjuntos. La relación «A es un subconjunto de B» 


se define en esta álgebra de conjuntos por 


А С В significa A(1B8— A 
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Por vía de ejemplo se demuestran dos teoremas de esta álgebra de conjuntos, es decir, se demues- 
tran los dos teoremas siguientes que se deducen directamente de las leyes de la Tabla 1. En la sección 
de problemas se dan otros teoremas y demostraciones. 


Ejemplo 1-1: Demostrar (4 U BIN (AU В) = А 


Proposición Razón 
1. MAUBINIAUB)=AVIBNB) 1. Ley distributiva 
2. BAB' =Ø 2. Ley del complemento 
à ОВО В) = А\)@ 3. ' Sustitución 
4 AUD=A 4. Ley de identidad 
5 MUBINIAUB)=A 5. Sustitución 

Ejemplo 1-2: Demostrar: АС B y BC C implica 4 C € 
Proposición Razón 

1 ANByB=BNC 1. Definición de subconjuntos 
2 =ANIBNC) 2.. Sustitución 
3 а= ВС 3. Ley asociativa 
4 A=ANC 4. Sustitución 
3 Acc 5. Definición de subconjunto 


PRINCIPIO DE DUALIDAD 
Si se intercambian U y (^) como también U y Ø en cualquier razonamiento sobre conjuntos, el 
nuevo enunciado resultante se llama dua/ del primero. 
Ejemplo 2-1: El dual de 
CWUBNAUD)=A 


es 


(@ СОВО) 0) = 4 
Obsérvese que la dual de cada ley de la Tabla 1 está también еп la Tabla 1, hecho sumamente im- 
portante por el siguiente principio: 

Principio de dualidad: Si ciertos axiomas implican sus propios duales, entonces el dual de cualquier 
teorema que sea consecuencia de los axiomas, es también consecuencia de 
los axiomas. Pues dados cualquier teorema y su demostración, el dual del 
teorema se puede demostrar del mismo modo empleando el dual de cada paso 
de la primera demostración. 


Asi se aplica el principio de dualidad al álgebra de conjuntos. 
Ejemplo 2-2: Demostrar (4N B)U (АВ) = A 


El dual de este teorema está demostrado en el Ejemplo 1-1; por tanto, este teorema es 
cierto por el principio de dualidad. 
CONJUNTOS INDIZADOS+ 
Sean los conjuntos 


А, = {1.10}. 42=(2,4,6,10), А; = 13.6.9. A, = {4, 81, А, = 15.6.10] 


y el conjunto 
I= {1, 2, 3, 4, 5; 


Se ve que a cada elemento ¡e / corresponde un conjunto A,. Se dice entonces que / es el conjunto de in- 


dices, que los conjuntos (4,. ..., As) están indizados y que la i suscrita de 4, es decir, cada ѓе /, es 
un índice. Una familia semejante de conjuntos indizacos se denota por 
Mier 


+ No hay mejor traducción para un verbo ya corriente en francés y en inglés que esta palabra. por lo demás perfectamente 
bien formada, clara y concisa 
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Una familia indizada de conjuntos se puede considerar desde otro punto de vista, ya que a cada 

elemento i £ / se le asigna un conjunto 4,. Se establece entonces la 

Definición 7-1: Una familia indizada de conjuntos 


[T 


en que el dominio de definición de / es el conjunto de indices / y el dominio de imá- 
genes de /'es una familia de conjuntos. 


¿es una función 


Ejemplo 3-1: Definido B, = 1v |0 <x = (lm. donde ne М. los números naturales. Entonces 


B, = [0. 1]. B, = [0. $]. 


Ejemplo 3-2: Sea / el conjunto de las palabras españolas e je /. Definiendo 
Р, = \х | х es una letra de la palabra ic Л 
Si 1 es la palabra «palabra». entonces 
Р, = ip. а. |, h. гі 
Ejemplo 3-3: Definase D, = {y | v es múltiplo de n}. donde лє М. los números naturales. Entonces 


D,- (2. 4, 6,8. ...\. Dy = |3. 6,9, 12,...| 


3. 4. ho 


Es de notar que el conjunio de indices М es también D y asimismo es el conjunto universal 
рага los conjuntos indizados. 


Observación 7-1: Toda familia 4 de conjuntos puede ser indizada por sí misma. En especial. la fun- 
ción idéntica па 8 
es una familia indizada de conjuntos 
1A, 
ШИ 
donde 4,8 4 e i = А,. Es decir. el indice de cualquier conjunto de 4 es el conjunto 
mismo. 
OPERACIONES GENERALIZADAS 
Las operaciones de unión y de intersección, definidas para dos conjuntos, se generalizan fácil- 
mente por inducción a un nümero finito de conjuntos. Asi, dados los'conjuntos 4,. .... 4, 
Un A = AUAU... UAn 
п", A АПА П... ПА, 


Por la ley asociativa, la unión (intersección) de los conjuntos se puede efectuar agrupándolos de cual- 


M 


quier modo: así que no es preciso utilizar paréntesis en las expresiones anteriores. 
Se generalizan estos conceptos de la siguiente manera. Sea la familia indizada de conjuntos 
Ada 
y sea JC I. Entonces Uis Åi 


consiste en aquellos elementos que pertenecen al menos a uno de los Aj. siendo je J. Así. pues. 
UJ, А, = {x | existe un ¿e J tal que x £ 4; 

De igual manera Dies Ai 

consiste en aquellos elementos que pertenecen a todos los A;, siendo іє J. O lo que es lo mismo, 
Dies Ar = 1 


Ejemplo 4-1: Sean А, = 11. 101.4; = 12, 4, 6. 10}, А, =(3,6,9/, Aa = 14,8]. As = (5, 6, 10): 
y J= (2, 3. 5]. Entonces 
[a PT у UnsA = 12. 4. 6. 10. 3, 9, 51 
Ejemplo 4-2: Sea В, = [0. 1/1] con ne М, los números naturales. Entonces 
Mie В = (0) y  VieBr=[0, 1] 


ce A, para todo ¡e Jj 
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Ejemplo 4-3: Sea D, = {х | х es múltiplo de n}, donde ne N los números naturales, Entonces 


Nien Di = Ø 


Existen también leyes distributivas generalizadas para un conjunto B y una familia indizada de 
conjuntos {4,},, ,. Se tiene así: 


Teorema 7-1: Dada una familia indizada de conjuntos {4;!,, г. para cualquier conjunto B es 
BN (Uieir Ai) = Uii(BnA) К 
BU(Nici A) = Mier (BUA)) 


En los libros donde se escribe 4 + B para la unión de dos conjuntos y AB para la intersección de 
dos conjuntos, el Teorema 7-1 se escribe 


BÈ A = Х ВА, 


в+ Па = [18+4) 
PARTICIONES 


Considerando el conjunto A = (1,2, ..., 9, 10) y los subconjuntos suyos 
В; = {1,3} B,=(7,8,10), А, = {2,5,6}, В, = (4,9 

la familia de conjuntos 4 = (B,, В, Вз, B4} tiene dos propiedades importantes: 

(1) 4 es la unión de los conjuntos de 3, o sea 

A = B, U В. U B, U В, 
(2) Para cualesquiera conjuntos B; y B; 
o bien B, = B, o bien B; N B, = Ø. 

Se dice de una familia semejante de conjuntos que es una partición de A. Se da, pues, la 
Definición 7-2: Dada una familia (B;,),,, no vacía de subconjuntos de A, (B;),,, es una partición 


de A si 

Р: Via В = A 

P,: Para cualesquiera В, B; o bien В; = Bj, o bien B, (Y 
Y entonces cada B; se dice una clase de equivalencia de A. 


Ejemplo 5-1: Sean N = {1, 2, 3, ... | E = (224 6... 1 y F= (1, 3. 5... ]. Aquí (E, F} es, pues, 
una partición de N. 


Ø 


Ejemplo 5-2: Sean T = (1,2,...,9, 10} y los А = 11,3, 5]. B = 2.6.10] y C = {4. 8, 9]. En este caso 
1А, В, C} no es una partición de T, pues 
T42A4UBUC 


es decir, porque 7c T pero 7£ (4 U BU C). 


Ejemplo 5-3: Dado T = [1,2,...,9. l0] y los F = (1.3, 5, 7, 9}, G = (2,4, 10) y H = 13, 5, 6, 8j. Eni- 
tonces {F, G, H} no es una partición de T porque 


F(YH€Q. ЕФН 
Ejemplo 5-4: Sean y,, yz. уз € Ya, respectivamente, las palabras «libro», «danza», «brillo», «jeque» y sea 


A= {I, a, iu j, n, z, b, o, d, q, e, r} 
Definase, además, 
Р, = {x |x es una letra de la palabra v; 
Aqui se tiene que {P,, Pz. Py, P4} es una partición de A. Obsérvese que P, y P, no son dis- 
juntos, pero no hay contradicción porque los conjuntos son iguales. {Este ejemplo es alta- 
mente instructivo; averígüense los conjuntos Р, y verifiquese si definen una partición de A.) 
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RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES 


Recuérdese la siguiente 
Definición: Una relación @ en un conjunto А es una relación de equivalencia si: 
(1) Я es reflexiva, esto es, para todo a e A, a está relacionado consigo mismo; 
(2) Q es simétrica, esto es, si a está relacionado сор b, entonces b está relacionado con a; 
(3) A es transitiva, esto es, si a está relacionado con Ё'у b está relacionado con c, enton- 
ces a està relacionado con c. 


Se vinculan particiones y relaciones de equivalencia por el 


Teorema 7-2: Teorema fundamental sobre relaciones de equivalencia: Sea Я una relación de equi- 
valencia en un conjunto А y para todo a £ А sea 


B, = (x|(x,0)e Q} 


que es el conjunto de elementos relacionados соп х. Entonces la familia de conjuntos 


(B^ 
jara 


es una partición de A. 

Lo que quiere decir que una relación de equivalencia @ en un conjunto А produce una partición 
del conjunto А al reunir todos los elementos que están relacionados entre sí, en la misma clase de equi- 
valencia. 

El conjunto B, es la clase de equivalencia determinada por х y el conjunto de clases de equivalencia 
(B,],.4 Se denota por 

AIR 
que se llama el conjunto cociente. 
El reciproco del teorema anterior es también cierto. Se tiene, pues, 


Teorema 7-3: Sea [B,j,,, una partición de A y sea @ la relación en A definida por el enunciado for- 
mal «x está en el mismo conjunto (de la familia (B;),, ;) en que está v». Q es entonces 
una relación de equivalencia en A. 


Así, pues, hay una correspondencia biunivoca entre todas las particiones de un conjunto A y todas 
las relaciones de equivalencia en A. 


Ejemplo 6-1: Еп el plano euclidiano, la semejanza de triángulos es una relación de equivalencia, Así, pues, 
todos los triángulos del plano se reparten en conjuntos disjuntos de modo que todos los 
triángulos semejantes entre si son elementos del mismo conjunto. 


Ejemplo 6-2: Sea Q, la relación definida en los enteros por 


x = y (mod 5) 


lo que se lee «x es congruente con y módulo 5» y que significa «x — у es divisible por 5». Aquí 
es Я, una relación de equivalencia. Hay cinco clases de equivalencia en Z/As: Eo. Ej, Ey. 
E, y E4. Como todo entero x se puede expresar de una sola manera en la torma x = 54 + r, 
donde 0 <r < 5, entonces x es un elemento de la clase de equivalencia E,, donde r es el 


resto. Asi 
E = { —5, 0, 5, 10, ...) 
E, { —4,1,6.11,...} 
Е, { —8,2, 7,12, ...] 
E = { —2, 3, 8, 13,...) 
Е, = { 1, 4,9, 14, ...) 


y el conjunto cociente es Z/&, = (Eo, Ej, Ez, Ez, Eq). 
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Problemas resueltos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS Y DUALIDAD 
l Escribir el dual en cada uno de los casos siguientes: 
D (UC) A4-1BOY AYUQC OA) (2) AUGCCOOuB) = AU B. BANNAU 47) = @. 
Solución: ` 
En cada proposición intercambiar U y N. y Ø y U: así que 
ВИСЛА > IBUANICUA) (2) АА ОВ = АВ (3) iU gIUIUOD aU 
2. Demostrar la ley distributiva a la derecha: (B U C) (Y 4 = (ВАСИ А). 


Solución: 
Proposición Razón 

L (BUCNA=ANIBNC) L Ley conmutativa 

2 '" =(ANBIVIANC) 2. Ley distributiva 

3 =(BNAVICNA) 3, Ley conmutativa 


3. Demostrar: (BA C)U A = (BU A) Y (C UJ A). 
Solución: 


Método 1. El dual de este teorema se demostró en el Problema 2. Por tanto, el teorema es verdadero por 
el principio de dualidad 


Método 2 


Proposición Razón 
|. (BNCUA=AVIBNC) 1. Ley conmutativa 
2 = Иов) 2. Ley distributiva 
3 = (ВОЈА) (СОА) 3. Ley conmutativa 
4. Demostrar: (4 ( B) U (4 В) = A. 
Solución: 
Método |. Por el principio de dualidad el teorema es cierto, puesto que su dual se demostró en el 
Ejemplo 1-1. 
Método 2. 
ш Proposición Razón 
(AN B)U (ANB) = 4 (BU В) Ley distributiva 


1 ly 
2 BUB-U 2. Ley del complemento 
3 (AYYBU (AX B) 2 AU 3, Sustitución 
4 ANU=A 4. Ley de identidad 
5. (AX) BU(ACÓ B 5. Sustitución 
5. Demostrar: Si A U В = U, entonces 4' С B. zi 
Solución: 
Proposición Razón 
1. UN4=4' 1. Ley de identidad 
2. AUB=U 2. Hipótesis 
3 MUBNA' =A 3. Sustitución 
4. ANAJU(BNA)=A4' 4. Ley distributiva a la derecha 
5 DUIBNA)=4' 5. Ley del complemento 
6. ANB=A' 6. Ley de identidad 
7. ACB 7. Definición de subconjunto 
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CONJUNTOS INDIZADOS Y OPERACIONES GENERALIZADAS 


6. Sea 4, = |x | x es múltiplo de п}. donde ne N. los números naturales. Averiguar: (1) А, (1 As: 
(22 44 N Aa: 3) U, p A; siendo P el conjunto de los números primos 2, 3, 5,7, 11... . 


Solución: 


(1. Los números divisibles por 3 y por 5 son múltiplos de 15: entonces 


АПА, = 4,5 
(2) Los múltiplos de 12. y solo estos números. están en ambos conjuntos 4, y 44: asi que 
AN Ae = An 
(3) Todo número natural, excepto 1. es múltiplo de un número primo por lo menos; asi, pues, 
Л.в = 12:34 М LU 


7. Sea В, = [i. ¡+ 1], donde ie 7, los números enteros. Averiguar (1) B, U B}, (2) В, N Ba, 
(3) Ul, B, (4) 0,2 Bi 
Solución: 
(1). B, U В, contiene todos los puntos de los intervalos [1. 2] y [2, 3]; con que 
B, U B; = [1. 3] 
(2) В, Г\ B, contiene los puntos que están en los dos [3. 4) у [4. 5]: asi que 
Ву N B, = 
(3) UI, B, es la unión de los conjuntos [7, 8]. [8. 9]. .... [18, 19]; se tiene, por tanto, 
01% ,8, = [7. 19] 


(4) Como todo número real pertenece рог lo menos а uno de los intervalos [í. + 1], entonces Ui, z B, = К. 


8. Dado D, = ]0, l/n[. donde лє N. los números naturales. Hallar: 


(1) DsUD: (3) D,UD. (5) Urea Di, donde 4 es un subconjunto de N 
(2) DIN Dz (4) D,ND: (6) Nien Di 

Solución: 

(1) Como Jo. 1/3[ es un superconjunto de ]0, 17[. D, U D, = Ds. 

(2) Como ]0.1/20[ es un subconjunto de JO. 1/3[. Ds N Dzo = 220. 


(3) Sea m = min (х. г), esto es, el menor de los dos números s y /; entonces D, es igual а D, o a D, y contiene 
al otro como subconjunto. Asi. pues. D, U D, = Dw 


(4) Sea M = тах (s, г), esto es, el mayor de los dos números. Entonces D, N D, = Dy. 
D, 
(6) Si v es un número real, hay entonces al menos un número i, tal que x £ JO. 1/4. Por tanto, Dus D; = Ø 


(5). Sea ак A el menor número natural en A. Entonces U; , 4 D, 


9. Demostrar: B(Y(U;, 4) = Us. (BN 4). 
Solución: 

Si x pertenece a B (7 (Uis; Aj), entonces x e B y x € (User As); asi, pues, existe un і, tal que x € Æ. Por consi- 
guiente, v pertenece a B (^) А, lo cual implica que x pertenece a U; ¿118 N A). Como x € В (1 tUi ¿1 Ad implica 
xe Um BONA) 

BO(U¡¿1 А) C User (BAA) 

Si y pertenece a (J,, , (B ( 41), hay entonces un ѓо tal que y e B N An; asi, pues, ve Be y c A. Por tanto, y 

es elemento de UJ, , 4, Como y £ Be y € Uier Aj, y está en BA (Us , , 4;). Por consiguiente, 
Uiel BNA) c BN(U;¡¿1 A) 
BO(Vie1 A) = Vies (BnA) 


Por la Definición 1-1, 
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10. Demostrar: Si |A;};,„, es una familia indizada de conjuntos y es i, £ 7. 


Nier As C Aig С User As 


Sea x £ С\,,; 4,: entonces x £ A; para todo j£ /. En particular x £ 


Por tanto, 


Dies Ai CA, 


A Como ië l. ve Ui es А En consecuencia 


Aig C Vier As 
M. Sea la familia indizada |4,];, zxz de subconjuntos de R x R definida por 


Arn = (es) ]xeRrex<r+ ТУЕ seres d 


(1) Representar (4,2, з, en un diagrama de coordenadas de R x R. 


(2) Representar B = Uiz-o(U]- -2 Ag.) = Оо UJ- -2 Au 


en el diagrama de coordenadas de R x R y escribir B en notación constructiva 
(3) Representar C = Uren Ujen Ag 


donde N son los números naturales, en un diagrama de coordenadas de R x R y escribir 
C en notación constructiva. 


xe |, 3], ve [3, 4]). esto es. el conjunto de puntos cuya primera coordenada está 
uya segunda coordenada está entre 3 y 4. Así. Aj, yy es la porción sombreada en la 


Fig.7-1 Fig.7-2 


(2) Nótese primero que B = Uk-o (Ac zi U Aci U Aoi U Aa) 


Y B consiste en doce «cuadrados», los sombreados en la Figura 7-2 
Así que В = х, y)| -2 =x 22. 0 =y «3j. 


(3) Nótese primero que C = Uxen (Ак, U Ao Án Ч) 


Asi, pues, C es lo sombreado en la Figura 7- 


Y entonces С = ((x, )}х el, y =1 
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PARTICIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA 
12. Sea A = (a. b. c. d. e. f. gl. Decir si las siguientes familias de conjuntos son о no particio- 
nes de A 
- (1) (Bi (a,c,e), В. = {b}, By (0,9) 1 
(2) (С. = (a,e,g), Сг = (ed), Сз = {Ь,е,/\) 
(3) (D:= (a,b,e,9), Р: = {с}, Ра = (501) 
(4) (Er=(a,b,c,d,e,f,9)) 


Solución: 

(1) Nótese que A + B, U B; U B, porque fe A pero fé (В, U B; U Ba). Asi que |В,. Bs. Ву! no es una 
partición de A. 

(2) Obsérvese que C, + C; y que, además, C, y C, no son disjuntos, puesto que e C, y ee Cs. Asi, pues. 
1С. С, Cy] no es una partición de A. 

(3) Como 4 = D, U D; U D; y los conjuntos son disjuntos dos a dos: [D,, Dz, D] es una partición de А. 

(4) Aunque |£,] consiste en un solo conjunto, es una partición de A. Es decir, para cualquier conjunto no vacio 
A, la familia {А} es una partición de A. 


13. Demostrar el Teorema 7-2, o sea el teorema fundamental sobre las relaciones de equivalencia: 
Sea Q una relación de equivalencia en А y. para todo xg А. sea à 


B,=4x|(x.2)8 Q} 


Entonces la familia de conjuntos [B,],, д es una partición de A. 


Solución: 
Para demostrar que {В ,j,,4 es una partición de A. hay que demostrar: 

0) A = Una Be 

(2) Si B, y B, tienen elementos en común, es decir, si B, (| B, + Y, entonces B, = 
Como @ es reflexiva, es decir, como cada elemento está relacionado consigo mismo. а £ cB, para todo a & A; 
entonces (1) es cierto. 


Sea тє B, ( B, Entonces 


с. rg y (с.з)Е@ 


Para demostrar que B, = В, sea x un elemento de В, Se tiene entonces 


(х. neR 
Por ser simétrica, ir. ER 
y por ser transitiva, (х. rg y (rz)EGU implican (x, JE 
y también (х, z)E GU y (2, ѕ)= implican (x. sjeR 


Así. pues, x pertenece а B, Como x es un elemento cualquiera de B, В, es un subconjunto de B, De 
igual manera, puede demostrarse que B, es un subconjunto de B,: por tanto. 


B,— B, 
Y en consecuencia, (B,),., ез una partición de А. 
14. Dado el conjunto N x N, esto es, el conjunto de pares ordenados de números naturales, sea R 
una relación en N x N definida por 
(a, b) está relacionado con (c, d) 
lo que se escribirá (a, b) = (c, d) 
si, y solo si, ad — bc 
Demostrar que @ es una relación de equivalencia y que, por tanto, induce una partición de N x М. 
Solución: 
Nótese que (a, b) = (a, b) ya que ab = ba. Por tanto, Q es reflexiva. 


Supuesto (a, b) = (c, d), entonces ad = bc lo que implica que cb = da. Luego (c, d) = (a, b) y G es 
simétrica. 
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Suponiendo ahora que (a. b) = (c, d) y que (c, d) = (c. f). se tiene ad = be y cf = de. Por tanto. 


айс = (beMder 


y. por cancelación en ambos lados. 


af = he 


Con lo que ta, b) = te. f). y @ es transitiva. 
De acuerdo con todo esto. @ es una relación de equivalencia 


à ME T 
Si el par ordenado (a. h) se escribe como fracción к la relación anterior (Я es en realidad la defini- 


ae 
ción usual de igualdad de dos fracciones, es decir. Л si, y solo si, dd = he 
h d 
Hallar todas las particiones de А = ja, b. c. di 
Solución: 


Primero obsérvese que cada partición de A contiene 1. 2. 3 ó 4 conjuntos diferentes. Las particiones son: 


(1) Ха, Б, е, а) 

(2) ((a (e dit, {tb}, (а, с, di), (с), {a,b dy), (00), la Ы, с\т, 
{ ба, b}, (e d3j, Cla с), (6, dE, Cla d), {b,c} ) 

(3) (aj, (03, te,d}}, tla}, te}, (6, 4), (Clay, tdi, tb, с) 1 
idb), {с}, (a dii, CO, (di, (aie), Chet, {d}, (а, bi) 


(4) (49), tb), (е), GU) 


Hay quince particiones diferentes. 


Problemas propuestos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS Y DUALIDAD 


16. 


Escribir el dual en cada uno de los siguientes casos 


(1) Au(AnB) = A, (2) (AUU)INIANY) = Ø, (3) (АОВ) (ВОС) = (ANCIUR. 
Demostrar. AUV(A'NB) = AUB. 

Demostrar: An(A'UB) = ANB. 

Demostrar: AU(ANB) = A. 


Demostrar: AN(AUB) = A. 


CONJUNTOS INDIZADOS Y OPERACIONES GENERALIZADAS 


21. 


22. 


Sea A, = |x| x es mültiplo de п} = |n. 2n. 3n. ... |. donde ne М. los números naturales. 
DAN Asi (JAN Ав; GAS UU Aj: (AN Aiz: 04, U Au donde s ti N; 


Hallar: 
donde s, ге N. 


16) A, Ou. 


i + 1] un intervalo semiabierto. donde ¡e Z., los enteros. Hallar, es decir. escribir en notación de 


Sea B, = 
intervalos: 
(1) ВОВ, (3) B, @ UE. B, 
(2) Ben B; (4) В, ОВ, uU В,,, seZ (0 © B. 
Sean D, = [0. l/n], S, = ]0. 1/7] y Т, = [0, l/n[ donde ne №, los números naturales. Hallar: 


O) Anen Da (2) Onen 5а. (3) Mnen Tn 
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24. Sea la familia indizada (4j, 7.7 de subconjuntos de R x R definida por 


А = Men lr 


Er 


Saee qu 


у= sl) 


(Véase Problema 11.) Representar cada uno de los conjuntos que siguen en un diagrama cartesiano R x R 


(D Aas U Aa» U Ano, 


tonces (,,, 


Demostrar: Si 4 


(2 о? Ama. 


= n 2n. 3n, 


PARTICIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


(3 Ul- -2Ujzo Ause (4) Urez (Aus Anu). 


- | donde n £ М los números naturales, y es J un subconjunto infinito de М. en- 


{41,5}, {2}, (4), (1,5), (3, 6) } 


5,6)) 


26. Dado W = 11, 2. 3, 4. 5, 6; decir si cada una de las siguientes familias de conjuntos es o no una partición de W. 
u) 411,3,5), (2,4), 13,63) (3) 
(2) (41,5). (2), (3,611 (4j ((0,2,3,4, 

27. Hallar todas las paruciones de F= 11. 2. 3). 

28. 


que se escribirá 


si. y solo si, 


(a. b) está relacionado con (c. d) 


(а. b) = (с, 


а+а=Ь 


4) 


tc 


Dado el conjunto N x N de pares ordenados de números naturales, sea 6t la relación en N x N definida рог 


Demostrar que @ es una relación de equivalencia y que. por tanto, induce una partición de N x М. 


16. 


17. 

1 
2 
3 
4 


18. Método |. 


(0) ANIAUB)= 4 


Respuestas a los problemas propuestos 


(2) 


гәзада 
4Ut4 N B) = (AU A)0(4U B) 
AU U 
Ашиг в) = осу В) 

= 408 


El dual de este teorema se demostró еп el problema anterior, 


cipio de dualidad 


Método 2 


1 
5 
à 
4. 


19. 


Proposición 
АПТА ОВ) = (4 ААГ В) 
404-29 
ANIS U B= 61004 7 B 
=ANB 
Proposición 
ANU=A 
ААП 8) = AN UJUIAN В) 
= А0000 В) 
= 400 
= 4 


ANDULU = 


U (3) 


wN 


* 


den 


P mm 


(А (В) ВС) = (4UCHB 


Razón, 
Ley distributiva 
Ley del complemento 


Sustitución 
Ley de identidad 


. luego este teorema es cierto por el prin- 


Razón 


Ley distributiva 
Ley del complemento 
Sustitución 

Ley de identidad 


Razón 
Ley de identidad 
Sustitución 
Ley distributiva 
Ley de identidad, sustitución 
Ley de identidad 


CAP. 


2. 


2. 
23. 


25. 


27. 
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Método 1. El dual de este teorema se demostró en el problema que precede. asi que este teorema es cierto 
por el principio de dualidad 
Metodo 2 Proposición Razón 
1 AUg s 4 1. Ley de identidad 
2 ЧИЈА = IMU TY LAU BI 2. Sustitución 
à = A UIØN BI 3. Ley distributiva 
4 AUG 4. Ley de identidad, sustitución 
5 = 4 5. Ley de identidad 
M) Aue (D А. 3) 4,. (4) Apr (5) А. 16) Ay 
00) 34. 6]. 01D. 2] dH) ese 3J. 6) Js. 5 +16]. 0 Jo. х 
ПЕТОГ, 42) gr. ВЕНН 
15 
a) 
Sea m un número natural. Como J es infinito, existe un i, € / tal que ip > m. Entonces m #4, у, por tan- 
to, me As 
Como m es cualquiera, (1,,, 4; = Ø. 
(1) No, (2) No. (3) Si. (4) Si 
Hay cinco particiones diferentes de V: 
(1,339) (0,13) ((5,(0,3), (3, (0,2) (01), (2), (2 7. 
Nótese que (a, b) = (a, b), pues a + b = b + a, así que Q es reflexiva. 


Suponiendo que (а, Б) = (с, d) es a + d = b + c lo que implica que c + b = d + a. Asi que (с. d) = (а, b) 


y R es simétrica. 
Suponiendo ahora que (a. bh) = (с, d) y que (c, d) = (e. f) se tiene entonces u + d = b+ cyc + f= d+ e. 


Por tanto, 
(ad) (ctf) = (b+c) + (d+e) 


y. restando c + d de ambos lados, a + f = b + e. Asi, pues, (a, b) = (e. f) y. por tanto, @ es transitiva. 
Según esto. @ es una relación de equivalencia. 


Capítulo 8 


Complementos a la teoría de funciones, operaciones 


FUNCIONES Y DIAGRAMAS 
Como ya se ha dicho antes, el símbolo 
АВ 
denota una función de А еп В. De manera semejante, en el diagrama 


A>B.g:B>Cy 
h: A С, y la sucesión de flechas (f. e| denota la función producto de composición o función com- 
puesta g f: А — C. Cada una de las funciones А: A > C y g f: А — C. o sea, cada flecha o suce- 
sión de flechas que unen a 4 con C.se dice un camino de A a C. 


Definición 8-1: Se dice de un diagrama de funciones que es conmutativo, si para cualesquiera conjun- 
tos X e Y del diagrama. dos caminos cualesquiera de X a Y son equivalentes. 


Ejemplo 1-1: Suponiendo que el diagrama de funciones siguiente es conmutativo. 


h i 
i 79 
Aab B————ec 
f y 
entonces | h=f g i=jyg f=i hag i-h. 


Ejemplo 1-2: La función f: A — B y la е: B — A son reciprocas si, y solamente si, los diagramas siguien- 
les son conmutativos - 


pur d чай 


Aquí l4 y la son las funciones idénticas. 


RESTRICCION Y PROLONGACION DE UNA FUNCION 


Sea f una función de А en С, es decir, sea f: A — C y sea В un subconjunto de А. Entonces f in- 
duce una función f': В — C que se define por 
fb) = fib) 
para todo b £ B. La función f" se llama restricción de f a B y se la denota por 
f|B 
Ejemplo 2-1: Sea f: R = R definida por f(x) = х2. Entonces 
РМ (0, 0. 0, 4), (3, 9), (4, 16)... 
es la restricción de / a N, los nümeros naturales. 
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Ejemplo 2-2: El conjunto g = 1(2, 5). (5, 1), (3, 7). (8. 3). (9. 5)] es una función de |2, 5. 3. 8. 9! en N, 
Y entonces 
| (Q. 5), (3. 7). 09, 5)} 
un subconjunto de g. es la restricción де g a {2. 3. 9), que es un conjunto de primeros elemen- 
tos de los pares ordenados en g. 
Se puede considerar esto desde otro punto de vista. Sea f: 4 — C y sea В un superconjunto de A. 
Entonces una función Е: B — C se llama prolongación de f si, para todo a £ A, 
Fla) — fla) 


Ejemplo 2-3: Sea f la función definida por f(x) = x en los números reales positivos, o sea la función idén- 
tica. Entonces la función valor absoluto 


f z мео 


la = 4 
== "x«0 


es una extensión de f a todos los números reales. 


Ejemplo 2-4: Dada la función 


S=11,2), (3, 4), (7, 2) 
cuyo dominio de definición es {1, 3, 7}, la función 
F= (1,2), (3, 4), (5, 6), (7, 2} 


que es un superconjunto de la función f, es una prolongación de f. 


FUNCIONES DE CONJUNTO 
Sea f una función de A en B y sea T un subconjunto de A, es decir, A 4 By TC A. Entonces 
* FT) 
que se lee «f de T», se define como el conjunto de las imágenes de los elementos de T. O sea, 
ҚТ) = {z | f(la)=x,aeT, хе В} 
Es de notar que f(T) es un subconjunto de В. 
Ejemplo 3-1: Sean A = (a, b, с, dj, T — (b. c] y B= (1, 2, 3). Definida f: A / B por 


resulta que ДТ) = (2, 3). 


Ejemplo 3-2: Sea g: R= R definida por g(x) = x^, y sea T = [3, 4]. Entonces 
AT) = [9,16] = {= | 9===16} 


Sea ahora .2 la familia de subconjuntos de A y sea # la familia de subconjuntos de В. Si /: A — B, 
se tiene que f asigna a cada conjunto T e 4 un conjunto único /(Т) e 4. Dicho de otra manera, la fun- 
ción f: A — B induce una función f: «4 — Y. Si bien cada función de éstas se denota por la misma 
letra f, las dos son funciones esencialmente distintas. Se ve que el dominio de definición de f: 4 — 8 
consiste en conjuntos. 

En general, se dice que una función es una función de conjunto si su dominio de definición consis- 
te en conjuntos. 
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FUNCIONES NUMERICAS REALES+ 


Una función /: 4 > R que aplica un conjunto en los números reales, esto es, que asigna а cada 
vz A un número real fa) e А. se Пата función numérica real. Las funciones que se estudian por lo 
común en las matemáticas elementales. tales como 


PX) = A baa t o A N + ds 


sen v. cos v o Ig x 
fix) = log voc? 


es decir. los polinomios. las funciones ¿rigonométricas y las logarítmica y exponencial son ejemplos 
de funciones numéricas reales. 


ALGEBRA DE LAS FUNCIONES NUMERICAS REALES 


Sea F |, la familia de todas las funciones reales que tienen el mismo dominio de definición D. Se 
definen entonces varias operaciones algebraicas en Fp. En especiz an f: D —> Кук: Р Ку ха 
k £ R, Se tienen entonces lag funciones siguientes definidas como aparece al frente de cada una: 

ү+ку рә В ро! (f+ kx) = f(x) tk 


(1M:D=>R por Qf) = ia)! 
("):;D^R por (x) = (Go) 
05 9:05 К por (f = д)(х) = f(x) = g(x) 
(kf):D > R por (kf)x) = k(f(x)) 
(9): D > R por (/д)(х) = /(х)д(х) 
fg): D^ R por (ge) = f(x)/g(x) (donde g(x) + 0) 


Obsérvese que (/g): D — R no es lo mismo que el producto de composición de funciones visto ante- 
riormente. 
Ejemplo 4-1: Sean D= la. h) y /:D— R y e: D R definidas por 


fi = d. КВ = 3 y кі) = 2. ghs -i 


O жа. 


f= Mad (b. у к= Ha 2) th 1; 


Entonces 
RUSO Of — даа) = MU) — даа) = 310) - 20) = 1 


(37 — Wh = Mb) — gh = 3) – A 1) = 11 


es decir. Y = 26 = ¡la —1). Ih. 11)| 
Además. como ех) = ol у (е + З) 
[| = Па. 2). (5. Di y +3 = ¡la 5). (Р. 2); 


Ejemplo 4-2: Sean /: R— R у g: А — R definidas por las fórmulas 
fib) = 2v - 1 y gio x 
Se obtienen entonces fórmulas que definen las funciones (3/ — 2g): R = R y Ug): R — Кам: 


(f — 2gNx) = 32x — 1) — 20 
Vela) = Qx = ni) 


REGLA DEL MAXIMO DOMINIO 
Una fórmula como 
fU) = Mx. gix) = ѕеп х, x) = V 
no define sola una función al menos que se dé, explícita o implícitamente, un dominio de definición, 
o sea el conjunto de números en el cual la fórmula sí define una función. Así que se requieren expre- 
siones como éstas: 


+ Si A C R. o sea si el dominio de definición es un subconjunto de números reales, la función se dice real de variable real. 
o real simplemente, N. del T 
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Sea f(x) = x? definida en [ —2. 4]. 
Sea g(x) = sen x definida para 0 = x = 2л. 
No obstante, si cl dominio de definición de una función dada por una fórmula es el máximo conjunto 
de números reales para los cuales la fórmula da un ņúmero real, como, por ejemplo, en 
5 fix) = l/x para х #0 
entonces el dominio de definición по se enuncia por lo común explícitamente. Esta convención se sue- 
le llamar regla del máximo dominio. 


Ejemplo 5-1: Sean las funciones siguientes: 


hx) zt para х = 0 

fax) Mz-2) paaz-2 

f(x) = соз х para 0 = z = 2r 

filz) = tgx paraz * 7/2+n7, ne N 


Los dominios de f, y fa no hubiera sido necesario decirlos explicitamente, pues cada uno 
consta de todos aquellos números para los cuales la fórmula tiene significado. o sea que las 
funciones bien se hubieran podido definir escribiendo 


fix) = Vix —2) y fix) tg x 


Ejemplo 5-2: Sca la función f(x) = /1 — 
es 


su dominio de definición, al menos que se diga otra cosa, 
1, 1]. Se supone implicitamente que el codominio es R. 


FUNCIONES CARACTERISTICAS 
Sea A un subconjunto cualquiera de un conjunto universal U. La función numérica real 
x,:U > (1,0) 
definida por БА 1 sizeA 
xa (1) = ls SA 
se llama función caracteristica de A. 


Ejemplo 6-1: Scan U = ja, b, c. d, e] y A = la, d. ej. La función de U en |1, 0j definida por el diagrama 


ec 


<A 


es la función característica у, de A. 
Obsérvese además que cualquier función f: U — |1, 0j define un subconjunto 
А, = (2 | zeU, f(x)=1) 
de U y que la función característica хд, de А, es la función original f. Asi, pues, hay una corresponden- 


cia biunívoca entre todos los subconjuntos de U, o sea, el conjunto potencia de U, y el conjunto de todas 
las funciones de U en {1, 0j. 


FUNCIONES DE ELECCION 
Sea |A,j;, г una familia de subconjuntos no vacios de В. Una función 
FAAd В 
se dice función de elección si, para todo i£ I, 
А ҚА) = As 
esto es, Іа imagen de cada conjunto es un elemento del conjunto. 
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Ejemplo 7-1: Sean los subconjuntos 
А, = (112,3), A: = {1,3,4}, Аз = (2,5) 


de B = 11,2. 3. 4. 5) y considérense las siguientes funciones de (41. 4;. Ay] en B 


f 9° 
Nótese que f no es función de elección porque /14) = 2. no pertenece а Az 
ДА) Az: y asimismo que g es función de elección puesto que g(4,)£ EIE 
glAs) E Ay. 

Observación 8-1: En esencia, una función de elección en una familia dada de conjuntos, «elige» un 
elemento de-cada conjunto de la familia. Si existe o no una función de elección en 
una familia arbitraria de conjuntos, es problema fundamental de la teoría de con- 
juntos al cual se dedicará el Capitulo 11. 


OPERACIONES 


Son bien conocidas las operaciones de adición y multiplicación de números, la unión y la intersec- 
ción de conjuntos y la composición de funciones, operaciones que se denotan por 


a+b=c, a:b=c, АОВ = С, АПВ = С, gof=h 
En cada caso se le hace corresponder un elemento (c, C o й) a un par dado de elementos. O sea que 


hay una función que asigna un elemento a cada par ordenado de elementos. Hablando con precisión, 
se tiene la 
Definición 8-2: Una operación х en un conjunto А es una función del producto cartesiano 4 x A 
en A. es decir, 
a:AXA> А 
Observación 8-2: La operación 2: А x А — A se dice operación binaria; una operación n-aria es la 
función definida por 


е:АхАх:-<хА» А 
(п conjuntos) 


Aqui se seguirá diciendo operación en vez de operación binaria 


OPERACIONES CONMUTATIVAS 
La operación x: A x А — А se dice conmutativa si, para todo а, b £ A, 


ala, b) = x(b. a) 


Ejemplo 8-1: La adición y la multiplicación de números reales son conmutativas, pues 
a+b=b+a y ab-ba 
Ejemplo 8-2: Sea 2: R x R— R la operación de sustracción definida por 2: (х. vi x — y 
Entonces a, 1)=4 y all, 5) = –4 


Asi que la sustracción no es operación conmutativa. 


Ejemplo 8-3: La unión y la intersección de conjuntos son operaciones conmutativas, ya que 


AUB-BUA y ANB=BNA 
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OPERACIONES ASOCIATIVAS 


La opera 


їбп х: 4 x 4 — А se dice asociativa si. para todo a. b. c € A. 
e(e(a,b), с) = ala, a(b,c)) 
O sea que si se escribe ala, В) en la forma а * b, x es asociativa si 
(a*b)*c = а» (Б ж с) 
Ejemplo 9-1: La adición y la multiplicación de números reales son operaciones asociativas. pues 
la+b+e= a+ (b+c) y (ab)c = abc) 
Ejemplo 9-2: Sca x: R x R— R la operación de división definida por a: (x. r)— хт. Entonces 


ata(12,6), 21 = a(2,2) = 1 
aí12, (6.2) = a(12,3) = 4 


La división no es. pues. una operación asociativa. 
Ejemplo 9-3: La unión y la intersección de conjuntos son operaciones asociativas. puesto que 


(AUBJUC = AUV(BUC) y ¡AGBINC = An(uBn c) 


OPERACIONES DISTRIBUTIVAS 
Considerando las dos operaciones siguientes: 
` «АХАЗ А 
ВАХА» A 


se dice que a es distributiva respecto de la operación fi si. para todo u, b. се A. 
ala, B(b.c)) = Biala. b), ala, с)) 


O bien. escribiendo x(a, ^) en la forma a * ^. y Bla. b) como «Ah, es x distributiva con respecto 
a fsi 
a*(bNc) = (а * 0) (а * с) 
Ejemplo 10-1: Га operación de multiplicación de números reales es distributiva con respecto а la adición 
de números reales. pues 
alb +c) = ab+ac 


Pero la adición de números reales no es distributiva respecto de la multiplicación, porque 


a + (be) * (а + Ба + с) 


Ejemplo 10-2: Las operaciones unión e intersección de conjuntos son distributivas cada una respecto de 
la otra, puesto que 


ALIBNC) (AULBIN(ALC) 
An(BuUC) = (ADBINANC) 


ELEMENTO NEUTRO 


Sea a: A x A — A una operación escrita x(a, b) = a * ^. Se dice que-un elemento ек 4 es ele- 
mento neutro para la operación х si, para todo elemento ак A, 


ежа =аже= а 


lo 11-1: Sea x: А x А — R la operación de adición. Aqui es 0 un elemento neutro para la adición 
ре 
porque, рага todo número real, а c R. 


Оза=а*0 = а. esto es. 0 +а=а+0=а 
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Ejemplo 11-2: Sea la operación de intersección de conjuntos. El conjunto universal C' es un elemento neutro 
aqui. porque para todo conjunto 4 (que es un subconjunto de {7} 


A 


UsA=AsU=4A estoe, UNA=ANU 
Ejemplo 11-3: Sea la operación de multiplicación de números reales. Aqui es el número 1 un elemento neu- 
tro porque, para todo número real a. 


lra=asl=a. csoes lra=drl=ae 


Teorema 8-1: Si una operación x: A x A — А tiene un elemento neutro e £ A. éste es único. 


Asi, pues, se puede hablar del elemento neutro para una operación en vez de un elemento 
neutro. 


ELEMENTOS SIMETRICOS 


Sea x: A x A — А una operación denotada о(а, Р) = a * b y sea e & А el elemento neutro para x. 
Se llama elemento simérrico de un elemento « А, denotado por 


a^! 


un elemento de 4 tal que 


-! 1 


atra=ara '=e 


Ejemplo 12-1: Dada la operación de adición de números reales, para la cual es 0 el elemento neutro, para 
cualquier número real а. su opuesto (—a) es su simétrico aditivo, ya que 


-а+а= а» -a-0, esoes (a+ a=a+ (-u = 0 


Ejemplo 12-2: Dada la operación de multiplicación de números racionales, para la cual es 1 el elemento 
neutro, todo número racional no nulo p/q, donde p y q son enteros, tiene por simétrico mul- 
tiplicatico su inverso g/p. pues 

(ч/р\\р!д\ = (р/д\\д/р) = ! 

Ejemplo 123: Sca х: М x № — М la operación de multiplicación para la cual es 1 el elemento neutro; 
si М es el conjunto de los números naturales, 2 no tiene simétrico multiplicativo. pues по 
existe ningún elemento ve № tal que 

v:222:x 21 


En realidad, ningún elemento de N aparte el 1. tiene simétrico multiplicativo. El simétrico 
de | es él mismo. 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


Dada una operación х: A x A — A y un subconjunto В de A, se dice que B es cerrado con respec- 
to a la operación x si. para todo b. b'e B, 
a(b, b’) v B 
esto es, si 
ld «Вх В) СВ 


Ejemplo 13-1: El conjunto de los números pares es cerrado respecto de la adición de números naturales. 
ya que la suma de dos pares cualesquiera es siempre par. En cambio. el conjunto de los nù- 
meros impares no es cerrado respecto de la operación de adición dicha. pues la suma de dos 
números impares no es impar. 


Ejemplo 13-2: Los cuatro números complejos, 1. 
operación de multiplicación. 


—i. forman un conjunto cerrado respecto de la 
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Problemas resueltos 
DIAGRAMAS Y FUNCIONES 


1. En el diagrama de funciones anexo, ¿cuántos caminos hay de 
A a E y cuáles son? 


Solución: 


P. di 
Hay seis caminos de 4a E: ES ate 
pw 


E 
ALBSE ADCOSDE ES 
ALB>C> E AboborE D 
ALBSC SD LE ADD LE 

esto ез, Fofi soiof, tojojof, sch, tojoh, tog 


Como ya se ha dicho, las funciones se escriben de derecha a izquierda. 


2. Suponiendo conmutativo el diagrama adjunto, y siendo 1, la AAA SA 


función idéntica sobre A, enunciar todo lo que se puede inferir 
del diagrama. 1 б 


Solución: B 

Lo primero, como el diagrama es conmutativo, g / = 14. 

Además, como g = f es inyectiva, f tiene que ser también inyectiva; y сото g » f es sobreyectiva, g ha de serlo 
también. No es necesariamente cierto que g = f^ ', pues no se sabe si /- g = ly 


FUNCIONES DE CONJUNTO 


3. Sean W = la, b, c, d}, V = (1,2, 3} y f: W — V definida рог 
el diagrama adjunto. Averiguar: (1) /({а, b, dj). (1) f((a, cj). 


Solución: ү 


(1) Procediendo como sigue: Sie 
fla, b, d) = (а), f(b), f() = {2,3,3} = (2,3) 


(2) Asimismo, 
fac) = (fa), 0) = (2,2) = (2) 


Nótese que f((a. с}) = 2 es un enunciado incorrecto, puesto que la imagen del conjunto ja, c] en este caso, 
es un subconjunto de Y, que es el [2) y no un elemento de V. 


4. Demostrar que si f: A — B es inyectiva, la función de conjunto inducida f: 24 — 2^ es también 
inyectiva, 24 y 2” son los conjuntos potencia de A y В, respectivamente. 


Solución: 
Sean Y e Y dos subconjuntos distintos de A, es decir, 
Xe2, Ye2, XY 
Existe entonces un elemento ze А tal que 
zeX, zgY (о ze Y, zg X) 


Así que fí=) e FX] y como f es inyectiva, /(2) £ (Y) (o bien f(z) c f(Y) y fiz) E S(X)). Por tanto, f(X) + f(Y) у, 
por definición, la función de conjunto inducida es también inyectiva. : 


5. Demostrar que si j 
bién sobreyectiva. 
Solución: 


Hay que demostrar que cada conjunto de 2* es imagen de un conjunto de 2* por lo menos. Sea Y к 2". Pues- 
to que f es sobreyectiva, 


^: A — B es sobreyectiva, la función de conjunto inducida f: 2* — 2° es tam- 


' 
UY) = d | zeA, f(z) e Y) 
no es vacio. Pero Y es la imagen de f^ '(Y), es decir, ff” '(Y)) = Y. Luego /: 24 —› 2” es sobreyectiva: 


124 COMPLEMENTOS A LA TEORIA DE FUNCIONES, OPERACIONES [CAP. 8 
FUNCIONES NUMERICAS REALES 
6. Sea W = la. b, с! y sean f y g las siguientes funciones numéricas reales en W: 

Қа) =1, fib) = -2, f() = 3 yla) = -2, g(b) = 0, g(c) = 1 


Encontrar las siguientes funciones: (1) f +. 2g. (2) fg — 2f. 


Soluci 
(1). Caleulando como sigue: (f ~ 20000) fla)  2gia) = 
if *3gMb) - fib) + 2g(b) 
ПЕ) fie) + 2glc) = 
WM f+2g = (а, —3), (b, —2), (е, 5)}. 
2) Análogamente. (fg — 2/)(а) = Ха) д(а) - 2f(a) = (M(*-2) — 2(1) = —4 
Ug —200) = 106) g(b) — 2/0) = (-2)00) — 2(-2) = 4 
Ug – 2000) = Ме) (е) — 2/(с) = (3X1) — 23) = -3 


Luego /g — 27 = Ца, —4), (b, 4), (e, —3)). 


7. Sea f la función numérica real con dominio de definición [ —3. 3] que se representa en el diagrama 
de coordenadas siguiente: 


Representar y describir el grafo de cada una de las siguientes funciones: (1) f + 2, (2) |]. 


Solución: 
(1) Ya que, por definición, (f + 2Xx) = f(x) + 2, cada valor de la función original se aumenta en 2. Asi que 


súbase todo el grado de f dos unidades para obtener el grafo de / + 2. como se ve en la Figu- 
ra 8-1 


Representación de |/] 


Representación de / — 2 


Fig. 8-1 Fig.8-2 
(2) Obsérvese que 
( 
= =~ | а) si Ла) 0 
WD = O = llf s e< o 


Asi que parte del grafo de |/| es idéntica a la parte del grafo de f que está sobre el eje de las x; y 
el resto del grafo de |/] se obtiene por simetria respecto del eje x, de la porción del grafo de f que está deba- 


jo del eje de las x. Véase la Figura 8-2. 
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8. Averiguar el dominio de definición de cada una de las siguientes funciones numéricas reales: 
(1) Ах) = Ма donde x>0 (3) falx) = log (x — 1) 


) Alr) = v3-x (4) fr) = м donde 07 774 


Solución: 

(1) El dominio aparece dado explicitamente como ix | > 0j. 

(2) Como no se da explicitamente ningün dominio de definición, se aplica la regla del máximo dominio. Pues- 
10 que /; toma valores reales solamente cuándo 3 — x = 0, es decir, cuando x = 3, el dominio de /, bus- 
cado es ix | x = 3. 

(3) Puesto que no se da el dominio explicitamente, se aplica nuevamente la regla del máximo dominio. Como 
la función logaritmica real solo está definida para números positivos, J} liene significado solamente si 
x —1 > 0. о sea si x > 1. Así que el dominio de f, es ix |x > 1j. 

14) El dominio está dado explicitamente como !x |0 = х = 4j. 


9. La función numérica real 0, : A — R definida por 
0,(x) = 0 para todo хе A 
se llama función cero (sobre A). Demostrar que para cualquier función f: A — К, 
(MI+0,=Sf y (2/°0,=0, 
Solución: 
(1) Ya que (/ + 0,0) = fix) + O4(x) = f(x) + 0 = f(x) para todo xe A. f+ 0, = f. 
(2) También, (f 04x) = f(x)" 0,(x) = fix) * 0 = 0 = 0,(x) para todo хє А. Luego /*0, = 04. 
Nótese que la función cero tiene propiedades muy parecidas a las.del número 0. 


10. Dada la función real f = ((1, 2), (2, —3), (3. —1)) (de dominio (1, 2, 3)), averiguar (1) f + 4, 
(2) |f. (3) /?. 
Solución: 
(1) Como, por definición, (/ + 4)(x) = f(x) + 4, basta sumar 4 a cada valor de la función, esto es, sumar 4 
al segundo elemento en cada par ordenado de f. Así que 
1+4 = (0,6, (2,1), (3, 3] 
(2) Como йх}= 


| = (а, 2), 42, 3), (3,1) 
(3) Puesto que /2(х) = (f(x))?, cambiar en cada par де f el segundo elemento por su cuadrado. Se tiene, pues: 
FP = (1,4, (2,9), (3, 1] 


PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE FUNCIONES 
1. Demostrar que si А y B son subconjuntos de un conjunto universal U. entonces дув = ХХв 


Solución: 
Sca ve AN B: por tanto, xe A y x& B. Luego 


topt = de + RAID = x, (0x (0 = (DD = 1 


Sea y e (4 (^) 8)': por tanto. ye A'U B' y entonces ye A' o bien ye B'. Entonces xa na (0) = 0. 


Asimismo. (уулу) = ха(У)хв(У) = 0 porque xy (1) = 0 o bien уу) = 0. 
Asi, pues. Za ca Y X4Xs asignan el mismo número a cada elemento de U. Entonces, por definición. 


Xang E XX 
12. Sea la función: f(x) = x siendo x = 0. Entre las funciones siguientes, decir cuáles son o no pro- 
longaciones de f. 
(1) g,(x) = x donde x= —2 (3) 1:R=R (5) g,(x) = x donde xe [1,1] 
(2) gi(x)- |х| paratodoxeR (4) gax) = (x + |x]y2 


Solución: 
Tener en cuenta que una función f" es una prolongación de / si, en primer lugar, el dominio de definición 
de f es un superconjunto de [0, хо[, el dominio de f. у. en segundo lugar, si f'(x) = x para todo хє [0, оо[. 
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(1) Como g, satisface ambas condiciones. g, es una prolongación de f. 


хо М хк [0, =) 


(2) Como yiri 2 Ы [Же еы 


la función valor absoluto es una prolongación de f. 

(3) Por definición de la función idéntica. I(x) = x para todo хє R. Asi que la función idéntica es una 
prolongación de f. na 9 
хаа 


: NES = А 
(4) Como giir) = ter [е2 саа =0 


м ze |0, =) 


Ya es una prolongación de / 
"EST parie E 


(5) El dominio de definición de g, no contiene al dominio de f; por tanto, g, no es una prolongación de / 


13. Como conjuntos, ¿qué relación hay entre una función f: 4 — B y la restricción de f a un sub- 
conjunto 4' de 4? 
Solución: 
La restricción de f a A”, es decir /|4', es un subconjunto de f. Pues x £ A' implica x € A y entonces 
(х. fix) E JA? implica (x. f(x) ef. 

14. Dados los subconjuntos A, = |1, 2, 3}, Az = (1l, 5), A3=(2, 4, 5) y 4; = 13, 4j de 
B = (1,2, 3. 4, 5), decir si cada una de las siguientes funciones de (4,, Az. 43. 4,j en Beso 
no función de elección. 

(1) fi = A, 1), (А, 2), (As 3), (A, 4)] 
(2) f: KA, 1), (As, 1), (As, 4), (А, 4); 
(3 fi = 1442) (As 1), (43, 4), (А, 3)) 
(4) fa = (41,3), (Az, 5), (Аз, 1), (Аз, 3)] 
Solución: 
(1) Como f,(4,) = 2 no es elemento de A), f, no es función de elección. 
(2) Observando que /,(4,) pertenece a A, para todo і, se ve que f; es una función de elección. 
(3) Siendo /,(4,) € A, para todo i, f, es función de elección. 
(4) Como flA) = | no pertenece a Ay, entonces /„ no es una función de elección 
OPERACIONES 
15. Ѕеа х: М х N— М la operación del mínimo común múltiplo, esto es, 
ala. b) = a +b = тст de a y b 
(1) ¿Es x conmutativa? (2) ¿Es x asociativa? (3) Averiguar el elemento neutro de a. (4) ¿Qué ele- 
mentos de N, si los hay, tienen simétricos y cuáles son? 
Solución: 
(1) Como el mem de a y b es el mem de b y a, a es conmutaliva. 
(2) En teoría de los números se demuestra que (а « В) ec = a * (Б ж c), es decir, que la operación del mcm es 
asociativa 
(3) El número | es un elemento neutro puesto que el тст de | y cualquier otro número a ces a, esto es, 
lsa = a para todo аЕМ. 
(4) Como cl mem de dos números a y b es 1 si, y solo si, а = 1 y b = 1, el único número que tiene simétrico 
es el 1 y él es su propio simétrico. 
16. Dada la operación x: Q x О > Q denotada y definida por 


ala, b) = asb = a+b=ab 


donde Q es el conjunto de los números racionales, (1) ¿es a conmutativa?, (2) ¿es x asociativa? 
(3) Hallar el elemento neutro de a. (4) ¿Tiene algún elemento de Q un simétrico, y cuál es? 

Solución: 
"i asb = a*b-ab 
b*a = b+a-—ba 


Asi, pues, z es conmutativa, porque la adición es asociativa y la multiplicación es conmutativa, esto es ab = 5a. 
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20. 


Q (a*b)*c (a-Fb—ab)*c = (a-« bab) c— (a + — able 
= (ab ab) * c— (а + b — abe 
= a+b=ab+e—ac— bc + abc 
= ad b-c—ab— ac – be + abe 
a*(b*c) = аж+(ь + c be) 


= a+ (b+ c— bo) — alb + c — bo) 
= а+Ь + с be- ab — ac + abc 


Luego a es asociativa. 


(3) Un elemento е es un elemento neutro para a si a + e = a para todo a £ Q. Calculando como sigue: 


are = a,"ate—ae =a, e-ea=0, ela = 0, e=0 


resulta, pues, que 0 es el elemento neutro. 
(4) Para que a tenga un simétrico x, habrá de ser a + x = 0, pues, según (3), 0 es el elemento neutro. Calcu- 
lando como sigue: 


ü*z = 0, а+х-ах = 0, а = ax—z, а = z(a-l) хт = a/(a—-1) 


Así que a + 1, a tiene simétrico que es а/(а — 1). 


Demostrar el Teorema 8-1: Si e y e' son elementos neutros (para la misma operación), 
es e — е. 
Solución: 


Por hipótesis, e«e' = e уеже" = e. Luego e = ese = e. 


Sea la operación unión de conjuntos. (1) Hallar el elemento neutro. (2) ¿Qué elementos, si los hay, 

tienen simétricos y cuáles son? 

Solución: 

(1)* Nótese que A U Ø = Ø U A = A para todo conjunto A. Así que el conjunto vacio Ø es el elemento neutro 
de la operación unión de conjuntos. 

(2) Para que un conjunto А tenga un simétrico X, AU X = Ø. Como AU X = Ø implica A = Ø y X = Ø, 
el único conjunto que tiene un simétrico es el conjunto vacío, que es, a su vez, su propio simétrico. 


Sea la operación х: 4 х А — A denotada por 
e(a,b) = a«*b 


supuesta asociativa y con un elemento neutro e. Si b y b' son simétricos del mismo elemento a, 
es b — b'. (Es decir, que el simétrico de un elemento es ünico.) 


Demostración: 
Segün la hipótesis b*(a*b) = bre = b 
(b*a)eb = erb = b 
y como a es asociativa, 
b*(a*b) = (b*a)*b' 


y. por tanto, b = b'. 


Sea F , el conjunto de todas las funciones de A en A. Sea a la operación de composición de fun- 
ciones. (1) ¿Es x conmutativa? (2) ¿Es а asociativa? (3) Averiguar el elemento neutro para a. 
(4) ¿Qué elementos, si los hay, tienen simétricos y cuáles son? 


Solución: 


(1) Si A tiene más de un elemento, entonces x no es conmutativa. Porque con a £ A, РЕ B, a + b y conside- 
rando las funciones constantes f y g definidas por f(x) = a, g(x) = b. se tiene 


(°д)(@ = figi) = fb = a 
(0° Ла) = 9000) = ga) = b 
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(2) Рог el Teorema 4-1. x es una operación asociativa.” 

(3) Un elemento neutro es la función idéntica 1,: A — A pues, según ya se ha visto, (1, /) = (/ l4) = f 
рага toda función ft Za 

(4) La función /: A — A tiene simétrica si, y solamente si. f es inyectiva y sobreyectiva; y su simétrica es la fun- 
ción reciproca f ' que se definió en el Capitulo 4. 


Sea la operación х: N x N — N definida por 
ala, b)=a+*b=a 
(1) ¿Es a conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) ¿Existe elemento neutro? (4) ¿Tiene alguno de 
los elementos un simétrico? ¿Cuál? 
Solución: 


(1) Como a+h=a y hsa = b, x no es conmutativa. 

(2) Como (u«b)ec- aec-ayaesibec)—aeb = a, х es asociativa. 

(3) Si a tiene un elemento neutro e entonces, por definición de elemento neutro, e «a = а para todo a t N. 
Pero por la definición de а, e» a = e. Asi que no hay elemento neutro. 

(4) No tiene sentido hablar de simétrico cuando no existe ni siquiera clemento neutro. 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


22. 


Decir cuáles de los siguientes subconjuntos de N, los números naturales, son o no cerrados res- 
pecto de la operación de multiplicación : 
(1) (0,1) (4) 
(2) (1,2; (5) 
(3) {2,4,6,8,...| = {x |x es par) (6) 
Solución: 
aV) (0X0) = 0, (1X0) = 0, (0)(1) = 0, (1)(1) = 1 
Рог lo que (0. 1} es cerrado respecto de la multiplicación. 
(2) Como (22) = 4 £ (1. 2}, (1. 2! по es cerrado respecto de la multiplicación. 
3) El producto de números pares es par; así que el conjunto es cerrado respecto de la multiplicación. 
(4) El producto de números impares es impar: este conjunto es, pues, cerrado respecto de la multiplicación. 
(5) Teniendo en cuenta que 2 y 3 son primos, pero (2)3) = 6 no lo es, se ve que el conjunto no es cerrado res- 
pecto de la multiplicación. 
(6) Como (2^)2*) = 2**, el conjunto es cerrado respecto de la operación de multiplicación. 
Entre los conjuntos del problema anterior decir cuáles son o no cerrados respecto de la operación 
de adición. 
Solución: 


El conjunto de los números pares, (2. 4. 6. 8. ... } es cerrado respecto de la adición porque la suma de 
dos números pares es par. Pero ninguno de los otros conjuntos es cerrado respecto de la adición, pues, por ejemplo, 


1+1 = 24 (0,1) 
1+2 = 3 y (1,2) 
3+5 = 8 у (1,3,5,7, -..) 
345 = 8 y {z | zesprimo) 
2+4 = 6 y (2,4,8,16, 
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24. Sean 11) .X la familia de conjuntos finitos de números reales. 
(2) 2 la familia de intervalos. 
13) C la familia de superconjuntos del intervalo unidad [0, 1]. 
Est 
га 


blecer para cada una de estas familias de números reales si es o no cerrada respecto de la ope- 
ión («) unión, (^) intersección. 


Solución: 


(1). Como la union y la interseceión de conjuntos finitos son finitas, х es cerrada respecto de ambas operaciones 

(2) Сото [1. 2] U [3. 4] no es un intervalo. 4 по es cerrada respecto de la operación de unión. Como se vio 
en el Capitulo 3, la intersección de dos intervalos es un intervalo, así que 4 es cerrada respecto de la ope- 
ración de intersección. 

(3) Si[0.1]C A y (0. 1] C B. entonces [0. 1] C (4 U B) y [0.1] C (4 N В). Asi. pucs C es cerrado respec- 
to de ambas operaciones. 


25. Demostrar: Sea a: А x А > А una operación asociativa con elemento neutro e. y sea B el con- 
junto de elementos unitarios de A, esto es, el conjunto de elementos de A que tienen simétrico. En- 
tonces B es cerrado respecto de la operación x. 


Solución: 
Sean ак B y he B. Entonces a tiene un simétrico а ' y b tiene un simétrico > !. Hay que demostrar que 
ata, b) = arbeB 
es decir, que u * b tiene simétrico 
Puesto que 
tas Mba 1) аъ (р (В жа n 
a*(b*b')*a !) 
а (ежа 7) 
ura? 


resulta que a » h tiene por simétrico b ' «a^! y. por tanto, a «bc B. 


Problemas propuestos 


DIAGRAMAS Y FUNCIONES 


26. En cl diagrama de funciones de la Fig. 8- 
g 


¿cuántos caminos hay de А a D y cuáles son? 


— E. 


¡ES 


1—————— н 


>» 
> 
——aà 


S 


B 


‹ 
Fig. 8-3 Fig. 8-4 


27. Si el diagrama de la Fig. 8-4 es conmutativo, ¿qué funciones son equivalentes? 


FUNCIONES DE CONJUNTO 
28. Dado W = 11, 2, 3, 4. 5} sea f: W — W el conjunto de pares ordenados: 
J= 101. 3). (2.2) (3, 5), (4. 3), (5. M) 
Hallar: (1) f(1. 2. 31x. (2) 11, 4), (3) 12. Sh. 
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29. Dados 5 = (а, Б, cl y T= (1.2, 3} y la 
f = (а, 1), (63), (e 11 


Averiguar la función inducida f:2* — 27. 


FUNCIONES NUMERICAS REALES 
30. Sean V = (а, b. c] y las siguientes funciones numéricas reales f y g de V: 


f = (а, 2), (b,—3), (с, —1)}, g = (а, 2), (b,0), (с, 1) 
Halar. (1) 3/5, (2) g +2, (3) f +9, (4) 2/— 59, (5) fo, (6) Ifi, (D P, (8 |37 — fol. 


31. Averiguar el dominio de definición de las funciones reales: 


Q) fæ) = +3) (3) fi) = У 2 
(2) Аа) = 2/0243) donde x > 0 (4) Да) = Пов (x) 
32. Sca / la función numérica real de dominio de definición [—4, 4] representada en el diagrama de coor- 


denadas: 


Representar del mismo modo las funciones: (1) f — 3, (2) |/]. 


FUNCIONES CARACTERISTICAS 


33. Sean U = ja, b, c, d, e}, A = la, b. е). 
Hallar: (1) xe (2) xs. (3) xe- 


34. Sea U = la, b, c, d]. Cada una de las funciones siguientes de U en (1, 0] es una función caracteristica de un 
subconjunto de U. Hallar cada subconjunto 


(1) (а, 1), (b, 0), (е, 0), (d, 1) (3) (a, 0), (b, 0), (с, 0), (d, 0)) 
(0) (a, 0), (b, 1), (e, 0), (d, 0)) (4) ((a, 1), (b, 1), (c, 0), (d, 1)) 


35. Si la función característica у, es una función constante, ¿qué puede decirse del conjunto 4? 


PROBLEMAS DIVERSOS SOBRE FUNCIONES 
36. Dada la función 
f = 10,2), (3, 5), (4, 6), (8, 3)) 


cuyo dominio de definición es 1, 3. 4, 8} y las funciones siguientes en las que x e y aparecen como incógnitas, 
¿para qué valores de x e y. si los hay, será cada función una prolongación de la f? 


(0 f, = (0,2) (2,4), (3, х), (4, 6), (5, 8), (8, y)) 
(2) f: = (01,2), (x, 3), (2, 3), (y, 6), (3, 5)) 
(3) fs = ((4,6), (2, 3), (3, 5), (5, y), (1,2) 


37. En qué caso puede ser constante la restricción de una función caracteristica y, a un conjunto B, esto es. la fun- 
ción у„|В? 


CAP, 8] COMPLEMENTOS A LA TEORIA DE FUNCIONES, OPERACIONES 131 


38. Dados los subconjuntos A, = (а, b, d), А; = (с. d. e]. Ay = [P] de B = la, b. e, d, e). decir si cada una de 
las siguientes funciones de (41, Az, 45] en B es una función de elección. 


(D) Л = (А.а), (da b), (Аз, b) 
Q) f: — (And), (A d), (As, 0 
(3) fs = (AL b), (As e), (Aa, В) 


OPERACIONES P 
39. Sea a la operación de intersección de conjuntos (1). ¿Es x conmutativa? (2) х asociativa? (3) Hallar el elemen- 
to neutro para x. (4) ¿Qué elementos, si los hay, tienen simétricos y cuáles son? 


40. Sca a la operación de diferencia de conjuntos. Nótese que 
A-B=A0R 
(1) ¿Es x conmutativa? (2) ¿Es æ asociativa? 
(3) Hacer ver con diagramas de Venn que la operación de unión no es distributiva con respecto a a, es decir, 
que en general 
AutB-C) # (AU B) — (AUC) 
(4) Demostrar que la operación de intersección es distributiva con respecto a x, esto es. que 


An(B-C) (An B)—(Anc) 


41. Sea æ la operación con conjuntos definida (y denotada) por 


AAB = (АОВ) – (А п В) 


Esta operación se Мата diferencia simétrica. (Y) ¿Es a conmutativa? 
(2) ¿Es a asociativa? (3) Hallar el elemento neutro. (4) Hallar cl simé- 
trico de un conjunto cualquiera 4. (5) Mostrar con diagramas de Venn 
que la operación de unión no es distributiva con respecto a x, es decir. 
que, en general, 


AU(BAC) # (AUB)JA(AUC) 


(6) Demostrar que la operación de intersección es distributiva con res- 
pecto a æ, o sea que 


An(BAC) = (An B) à (An C) 


VA Hen rayado 


42. Sea a la operación en О x O, el conjunto de pares ordenados de números racionales. definida (y denotada) por 
(а, b) + (=, y) = (ax, ay +b) 


(1) ¿Es « conmutativa? (2) ¿Es о asociativa? (3) Hallar el elemento neutro para a. (4) ¿Qué elementos, si los hay, 
tienen simétricos y cuáles son? 


43. Sea a la operación en los números reales definida (y denotada) por 


a*b = ad b 2ab 


11) ¿Esa conmutativa? (2) ¿Es a asociativa? (3) Hallar el elemento neutro para a. (4) ¿Qué elementos, si los hay 
lienen simétricos y cuáles son? 


OPERACIONES Y SUBCONJUNTOS 


44. Sea E = |... —4, —2, 0, 2, 4,.. . }, о sean los enteros pares. Decir si E es o no cerrado respecto de la opera- 
ción de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación, (4) división (excepto por cero) 


45. Sea Е = {..., —5, -3. —1, 1, 3, 5,... }, o sea los números impares. Decir si F es о no cerrado respecto de 
la operación de (1) adición, (2) sustracción, (3) multiplicación, (4) división (excepto por cero). 


46. Sea Æ la familia de todos los conjuntos acotados de números reales. Decir si # es o no cerrado respecto de la 
operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia 


47. Sea sf la familia de todos tos intervalos abierto-cerrados Ja, ^] junto con el conjunto vacio. Decir si 57 es o no 
cerrada respecto de la operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia. 


48. Considérese la familia Y de conjuntos de números reales que contienen al {0}, es decir, que А c * si, y solamen- 
te si, O c A, Decir si es o no cerrada respecto de la operación de (1) unión, (2) intersección, (3) diferencia. 
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Respuestas a los problemas propuestos 


Ims iof, jeg y johof. 


= вој, r= uos, rof = u989f = uot, w= vou, шов = vor = v^uos, у wot = wosgof = 
томо = v^uosof = vorof 


(1) {3,1,5}, (2) {3}, 02005 


fla, b, c) = (1,3), fila, bp) = {1,3}, Ла, с) = {1}, f(0) = Ф, flbi et) = (1,3), fla) = {1}, 
f(b)) = 43), fe) = uj 


(1) 3f = (la 6), (b, —9), (e, —3)) (5) fg = (ía, —4), (b, 0), (с, —1)} 
(2) g+2 = lia, 0), (b, 2), (с, 3)) (6) f| = ((a.2), (6,3), (c, 1)} 

(3) fg = а, 0), (b, —3), (с, 0)} (т) f = (а, 8), (b, —27), (с, 1) 
(4) 27 —5g = Ца, 14), (b, —6), le, —7)} (8) i3f— fg; = ((a, 10), (b, 9), (c, 2)) 


(ü) i» | ser, =*-—3) (2) {x г> 0} (3) (x —2 =2 = 2} (4) іх х: Ё. 2% 0) 


(1) 12) 


Q) x, = fla, D, (b, 1), (е, 0), (9, 0), (e, Di 
(2) x, = {(а, 0), (b,0), (е, 1), (4,1), (e, 0) 
(3) xe = (ба, 1), (b, 0), (e, 0), (d, D), (e. 7 


(ad, (2) (bj, (3) Ø, (4) (a,b. d) 


O bien 4 = Ø. o bien A = U. 


ma к=з Qui & 1-4. (51 v = К, r puede ser cualquier elemento 
O bien B es un subconjunto de А. o bien B es un subconjunto nulo del complemento de 4 
(1) No. (3 Si (9 Si 


(Si (2)Si (3) U. el conjunto universal. es el elemento neutro. (4) Solo U tiene simétrico. que es el mismo, 


(1) No, 
3) 


4 UB — C) lo rayado (4 U Bj — (А U C) lo rayado 
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(4) Proposición Razón 
1. (4 B - (40 C) = (4X BY (4 Y CY |. Definición de diferencia 
2. =(ANBINIA UC) 2. Ley de De Morgan 
3 = мл вло апас] 3. Ley distributiva 
4. Pero (d (Y ВА =(ANAINB 4. Ley asociativa, ley conmutativa 
5 -gns 5. Ley del complemento 
6. -g 6. Ley de identidad 
7 i4 B - (40017 ЦА anc] 7. Sustitución 
$ = (Аг BINAE 8. Ley de identidad 
9. ANIBNC) 9. Ley asociativa 
10. = AQ - С) 10. Definición de diferencia 


41. (1) Si. Q) 51. (3) Ø es el elemento neutro. (4) El simétrico de todo conjunto es el mismo. 


(5) 
aye 
( E A 
с, 
A U IBA C) lo rayado (4 U BIA (А U CI lo rayado 
(6) Proposición Razón 
1. (ANB) A (AnC) = |(AnB)u(AnC) — [(AnB)n(AnC)| |. Definición 
2. Pero (An B)u(AnC) = AN(BUC) 2. Ley distributiva 
3. (AnB)n(AnC) = (AnA)n(BnC) 3. Ley asociativa, 
Ley conmutativa 
4. = Аг(Вг\С) 4. Ley de idempotencia 
Б. .. (ANB) ^ (ANC) [AN(BUC)| - [An (Bo C)| 5. Sustitución 
6. = An[(BuC) — (BNC) 6. Intersección distributiva 
con respecto a la diferencia 
э = An(BAC) 7. Definición 


42. (1) No. (2) Si. (3) El par ordenado (1. 0) es el elemento neutro. (4) El par ordenado (a, ^) tiene simetria 
si a + 0, que es (l/u, —b/a). 


43. (1) Si. (2) 51. (3) Cero es el elemento neutro. (4) Si a + 1/2. a tiene un simétrico, que es —a/(l + 2a). 
44. (1) 51 (2) 51 (3)Si (4) No 

45. (1) No (2) No (3) Si (4) No 

46. (1) Si (2) Si (3) Si 

47. (1) No (2) 51 (3) Sí 


48. (1) 51 (2) 51 (3) No 


Parte II: Cardinales, ordinales, 
inducción transfinita 


Capítulo 9 


Números cardinales 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES 


Parece natural preguntarse si dos conjuntos cualesquiera tienen o no el mismo número de elemen- 
tos. Para el caso de los conjuntos finitos, basta contar los elementos de cada conjunto, Pero cuando se 
trata de conjuntos infinitos, la respuesta depende de lo que se entienda por conjuntos con el mismo 
número de elementos o, como se dirá en adelante, por conjuntos equipotentes. Ántes se pensaba que 
todos los conjuntos infinitos eran equipotentes, pero la siguiente definición, atribuida al matemático 
alemán Georg Cantor (1845-1918), revolucionó por completo la teoría de conjuntos 


Definición 9-1: El conjunto A es equipotente al conjunto B, lo que se denota por 
A-B 
si existe una función 
ГА B 


inyectiva y sobreyectiva. 


La función f define entonces lo que 
tos A y В. 


llama una correspondencia biunivoca entre los conjun- 


Ejemplo 1-1: 


ап (R = 11, 2, 5. 8; y T = ¡Marcos, Enrique, Pablo, Beatriz). El diagrama siguiente de- 
fine una función de (R en T que es inyectiva y sobreyectiva, Por tanto, R es equipotente a 7 


Ejemplo 1-2: Sean M = (1.2, y N 
va y sobreyectiva. Así, pue: 


11,2). Ninguna de las posibles funciones de M en А es inyecti 
M по es equipotente а М. 


En vista de los dos ejemplos anteriores, no es dificil comprender que, en general, dos conjuntos 
finitos son equ 5i sontienen el mismo número de elementos. y solo entonces. Así, pues, para 


los conjuntos finitos, la Definición 9-1 corresponde al significado usual de tener dos conjuntos el mis 
mo número de elementos. 


Ejemplo 1-3: Sean G = [0, 1]. H 12.51 y f: 


5 — H la función definida por 
Nx) = 3x2 


Como / es inyectiva y sobreyecti 


entonces G ~ H, o sea (7 es equivalente a H. 


Ejemplo 1-4: Sean N= (1,2, 3... 1 y E=12,4,6,...]. La función /: N > Æ definida por f(x) = 2x 


es inyectiva y sobreyectiva. Así que N ~ E. 


En el Ejemplo 1-4 resulta que el conjunto infinito N de los números naturales es equivalente a un 


subconjunto propio suyo; esto es característico de los conjuntos infinitos y de hecho queda establecida 
la siguiente 
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Definición 9-2: Un conjunto A es infinito si es equivalente a uno de sus subconjuntos propios. En 
caso contrario el conjunto es finito. 


Ejemplo 1-5: Sean А y B dos conjuntos cualesquiera. Se tiene 


B-HBx 
Fada, 1, тй 
g:b- 0,2), be B 


pues las funciones 3 


son ambas inyectivas y sobreyectivas. Por otra parte, aun.no siendo 4 y B disjuntos, nó- 


rae Ax 8х [2] = g 

pues cada par ordenado de A x {1} tiene 1 por segundo elemento y cada par ordenado de 

B x |2) tiene 2 por segundo elemento. 

Se termina esta sección con un teorema que se utilizará después en el capítulo. 
Teorema 9-1: La relación entre conjuntos definida por A ~ B es una relación de equivalencia. En 
efecto, 

(1) А ~ A para todo conjunto, 
(2) Si A ~ B, entonces B ~ A, 
(3) Si A ~ By B ~ С, entonces 4 ~ C: 


CONJUNTOS ENUMERABLES 


Sobre la base ya conocida de los números naturales. N = (1,2,3,...j. 
Definición 9-3: Si un conjunto D es equipotente al conjunto N de los números naturales, se llama 
enumerable y se dice que tiene cardinal Ж, (alef cero). 
Definición 9-4: Si un conjunto es finito también se dice enumerable por ser equipotente a un subcon- 
junto de N. Si un conjunto es infinito y no es equipotente a N se dice no enumerable. 


Ejemplo 2-1: Toda sucesión infinita 
dy а, аз... 
de elementos distintos es enumerable, pues una sucesión es una función 
Sm) = a, 
cuyo dominio de definición es N. Asi que si los a, son distintos. la función es inyectiva y so- 
breyectiva. Así, pues, los conjuntos siguientes son enumerables 


(1, 1/2, 1/3, ..., Vn, ...1 
П, -2,3, —4, TP tur, Н 


id. 1), (4, 8), sel 
Ejemplo 2-2: Sea el conjunto producto N x N según se ve en la Figura 9-1 
4D. (ü,2—-0.3  (ü,49—- 


(2,31 (22) 4123 (2, m á 


(4,1) (42 (4,3) (4,4) 


(3,1) (3,2) (33 (3, 4) 


Я Fig. 9-1 

El conjunto № х № puede escribirse como sucesión infinita de elementos distintos asi: 
ia, 2), (2, 1), (1, 2), 0, 3), (2, 2). ...] 

(Se ve que la sucesión se establece «siguiendo las flechas» en la Fig. 9-1.) Asi que, según lo 

dicho en el Ejemplo 2-1: № х N es enumerable. 
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Ejemplo 2-3: Sea А = 10. 1,2 
uma manera ùn 


| = NU 101. Ahora todo número natural a € N se puede escribir de 
en la forma 


а - Qs + 1) 


donde r. se M. Le función /: N — M х M definida por 


fia) = (г. sl 


es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto. M x M es enumerable. Nótese que А х N es un sub- 
conjunto de M x M. 


He aquí varios teoremas sobre conjuntos enumerables. 

Teorema 9-2: Todo conjunto infinito contiene algün subconjunto enumerable. 

Teorema 9-3: Un subconjunto de un conjunto enumerable, o bien es enumerable. o bien es finito. 
y entonces, por extensión, se dice también enumerable (se pueden contar sus elemen- 
tos, esto es, enumerarlos). 

Teorema 9-4: Sea А. Az, Ay. ... una familia enumerable de conjuntos enumerables disjuntos dos 
a dos. La unión de los conjuntos 


IE 
es enumerable. 
El siguiente ejemplo de un conjunto enumerable es de gran importancia: su carácter de enume- 
rable no es tan claro como parece. 
Ejemplo 2-4: Sea Q* el conjunto de los números racionales positivos y sea Q el conjunto de los números 
racionales negativos. Entonces 
о=0 U 
es el conjunto de todos los racionales. - 
Sea la función /: Q* — N x N definida a: 


fipiq) = (р. 4) 


siendo p/q un elemento cualquiera de Q* expresado como cociente de dos enteros positivos 
primos entre si. Es inmediato que f es inyectiva y que, por tanto, Q' es equipotente a un sub- 
conjunto de N x N. Por el Teorema 9-3 y el Ejemplo 2-2, Q* es enumerable. Asimismo, re- 


sulta que Q^ es enumerable. Por consiguiente, el conjunto de los números racionales, que 
es la unión de Q*. (0) y Q^. es enumerable. 


EL CONTINUO 


No todo conjunto infinito es enumerable. El siguiente teorema presenta un ejemplo particular de 
extrema importancia. 
Teorema 9-5: El intervalo unidad [0, 1] no es enumerable. 
Se dan dos demostraciones de este teorema en la sección de problemas resueltos. 
Definición 9-5: Sea un conjunto A equipotente al intervalo [0, 1]. Se dice que A tiene la potencia del 
continuo y que su cardinal es c. 


Ejemplo 3-1: Sea [a. Б] un intervalo cerrado y sea 
f:[0. 1] > [a. b] 
la función definida por 
fix) = a + (b — ax 


Se ve que f es inyectiva y sobreyectiva. Así que [a, Б] tiene cardinal c. Se demostrará, además, 
que todo intervalo, abierto o semiabierto, tiene también cardinal с. 


CAP. 9] NUMEROS CARDINALES 137 
Ejemplo 3-2: La función f: (—x/2, 1/2) — R, definida por f(x) = tg x, es inyectiva y sobreyectiva, asi que 


R ~ (—-n2, 12) 


Por tanto, el conjunto de los números reales tiene la potencia del continuo, es decir. su 
cardinal es c. 


NUMEROS CARDINALES 


Teniendo en cuenta que, segün el Teorema 9-1, la relación definida entre conjuntos por 
А-В 


es una relación de equivalencia, resulta, según el teorema fundamental sobre relaciones de equivalencia, 
una partición de todos los conjuntos en clases de equivalencia, que son clases disjuntas de conjuntos 
equipotentes. 


Definición 9-6: Dado un conjunto cualquiera A, la familia х de los conjuntos equipotentes a A se 
llama número cardinal de A (o, simplemente, cardinal de А) y se denota por 


а=#(А) 
Definición 9-7: El número cardinal de cada uno de los conjuntos 
DAD, 11,24. 11,2, 3h <<. 
se denota por 0, 1, 2, 3, . . . , respectivamente, y se dice un cardinal finito. 


Definición 9-8: El número cardinal de N, el conjunto de los números naturales, y el número cardinal 
del intervalo unidad [0, 1], se simbolizan respectivamente por 


F(M=8No0 #00. 1)=c 


Observación 9-1: El símbolo Ny (alef cero) fue introducido por Cantor; también suele escribirse à 
(a gótica) en vez de No. 


ARITMETICA CARDINAL 


En vista de la Definición 9-7, los números cardinales pueden considerarse como superconjuntos 
de los cardinales finitos 0.1.2 


o sea de los números naturales N y 0. La definición que sigue generaliza en esencia las'operaciones or- 
dinarias de adición y multiplicación de números naturales a todos los números cardinales. 


Definición 9-9: Sean x y ff números cardinales y sean A y B dos conjuntos disjuntos tales que 


Entonces «+В = H(AUB) 
eB = #(А х В) 


Teorema 9-6: La Definición 9-9 es una buena definición, es decir, que la definición de x + f y de af 
no dependen de los conjuntos particulares A y В. Esto ез. si 


А-А, B- В, АпВ= @, АПВ’ = Ф 


entonces 
S(AUB) = Җ(А'ОВ') 


HAXB) = #(4'xB') 
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En la Definición 9-9 se supone que los conjuntos 4 y B son disjuntos. Como los conjuntos 4 x {1} 

y B х 12) son disjuntos en todo caso, sean cuales fueren A y B, puede sustituirse la Definición 9-9 por 
la siguiente: x 

Definición 9-9:: Dados a = 4 (A) y f = 4 (B). es 

«+В FA > 

af FA > 


Ejemplo 4-1: Como 3 = #({а, Р, c1) y 4 = #011, 3, 5, 7)). entonces 


344 = s(la,b,c,1,3,5,7) = 7 
Ni) = #lla, b,c} X 11,3,5,7) = 12 


O sea, las operaciones de adición y multiplicación de cardinales finitos corresponden a las 
operaciones ordinarias de adición y multiplicación de números naturales. 


Ejemplo 4-2: Siendo Ny = #({1. 3, 5... 1) = #02, 4, 6. ... 1), se tiene que 
No + No = HN) = No у NoNo = HN x NJ =No 


Teorema 9-7: Las operaciones de adición y multiplicación de cardinales es asociativa y conmutati- 
уа; y la multiplicación es distributiva respecto de la adición, es decir, que para car- 
dinales cualesquiera x, f) y y. 


(1) (e*B)*t y = ec (8 + y) 
(2) («В)у = (By) 

(3) «+В = Bta 

(4) aß = Ba 

(5) alB +y) = aß + ay 


No todas las propiedades de la adición y de la multiplicación de números naturales son válidas 
para los cardinales en general. Por ejemplo, para los números naturales se verifica la ley de cancelación, 
о sea que 


a+b=aw+c implicab = с 
ab = ac implica b = c 
Pues, por el Ejemplo 4-2, 


1 
1 


No + No = No = I + No no implica Ny 
NoNo = No = INo no implica No 


se ve que la ley de cancelación no es cierta para las operaciones de adición y multiplicación de car- 

dinales. 

Observación 9-2: También se pueden introducir exponentes en la aritmética de los cardinales, como 
sigue: Sean x = # (4) y B = # (B), y denótese por 


B^ 
la familia de todas las funciones de A (el exponente) en B. Entonces 
B = # (B^) 


En efecto, las leyes siguientes de los exponentes, válidas para los números natura- 
les, también lo son para cardinales cualesquiera, a, f y y: 


(f) аба? = ah 
(2) (y = от" 
(3) (48) = 


Ejemplo 4-3: Dados A = (a, b, c} y В = 11. 2}, se tiene #(А) = 3, #(В) = 2 y 2 = #(B^). Pero en B^ 
hay exactamente 8 funciones: 


{(а, 1), (b,1), (с, 1)), (a, D, (5,1), (c,2)), ((a,1), (5,2), (c,1)), ((a, 1), (5,2), (с, 2)} 
((a, 2), (b, 1), (c,1)), ((a, 2), (b,1), (c,2)), ((a, 2), (b,2), (c, 1)), (а, 2), (b, 2), (e, 2)) 
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Por tanto, se verifica entre los cardinales, 


232-8 


Es decir, que si т y n son cardinales finitos n^ denota el mismo número, sean m y n números 
naturales o cardinales. 


DESIGUALDADES Y NUMEROS CARDINALES 


Una relación de desigualdad se define como sigue entre cardinales 
Definición 9-10: Sean x = # (4) y б = # (B). Suponiendo además que 4 es equipotente a un sub- 
conjunto de B, es decir, que hay una función f: А > B inyectiva, entonces se escribe 


AXB 
que se lee «4 es anterior a B», y 
х= 
que se lee «x es menor o igual que f». 
Se emplea, además, la notación siguiente: 


A < B significa 4 < By A + B 
x < В significa x = fi y a + [i 
Ejemplo 5-1: Dados А y B finitos, sean n = #(А) y m = #(В). Entonces n = m como cardinales si, y solo 
si, n = m como números naturales. Es decir, que la relación de desigualdad en el conjunto 
de los números cardinales es una extensión de la relación de desigualdad en el conjunto de 
los números naturales. 


Ejemplo 5-2: Puesto que М, el conjunto de los números naturales, es un subconjunto de R, el de los nù- 
meros reales, 
No єс 
Y puesto que R no es enumerable, se tiene No + с, 
Nec 
Ejemplo 5-3: La función idéntica 14 : A — A es inyéctiva sobre cualquier conjunto 4: asi que A X 4 y 
entonces x <a para cualquier cardinal a. 
Ejemplo 5-4: Si f: 4 — В es inyectiva y е: B — C es inyectiva, la función producto de composición 
ý le ^ f): A — C también es inyectiva. De modo que 
AZB y BZC implica AS<C 


y para cardinales cualesquiera x, fj y y. 
a<B y В<у implica a =7 
Por lo visto en los dos ejemplos anteriores, el siguiente teorema es cierto. 


Teorema 9-8: La relación entre conjuntos definida por А — В es reflexiva y transitiva; y la relación 
entre cardinales definida por x — fj es también reflexiva y transitiva. 


TEOREMA DE CANTOR 
Los únicos cardinales infinitos vistos hasta ahora son Nọ y c. Parece natural preguntarse si no ha- 
brá otros; y la respuesta es afirmativa. En efecto, el teorema de Cantor, que se expone a continuación, 
dice que dado cualquier cardinal a existe un cardinal mayor que х. 
Teorema 9-9 (teorema de Cantor): Para todo conjunto A, 
A=2 
“y, por consiguiente, para todo cardinal о, 
a<z 
siendo así que si a = # (А), 2* = 4 (2^), número cardinal de la familia de subconjun- 
tos de А. С 
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TEOREMA DE SCHRÓDER-BERSTEIN 


Dados dos conjuntos cualesquiera 4 y В. ѕе verifica una de las siguientes relaciones por lo menos: 
(I) 4 es equipotente a В, esto es. 


$0) - €) 
(2). 4 no es equipotente a B. pero А es equipoiente a un subconjunto de В (o viceversa), esto es, 
S4) < HUB) (o #18) < (04) 
(Ар 4 es equipotente a un subconjunto de В y B es equipotente a un subconjunto de A, esto es, 
300—408 y HIBI<SR(A) 
(4) 4 no es equipotente a un subconjunto de В y В no es equipotente a un subconjunto de 4. esto es, 
жо 08). #04) T #08) y 1) UD 


El celebre teorema. de Schróder-Bernstein establece que, еп el caso (3). 4 es equipotente a B. es 
decir, que 4 (64) #(В\ 
Teorema 9-10 (Schróder-Bernstein): Si 1 — B y B X A. entonces 4 ~ B: asi, pues, para cardinales 


x y ff cualesquiera, 


x-fivfizx implica x = ff 


El teorema de Sehróder-Bernstem se puede enunciar de la manera equivalente que sigue: 
Teorema 9-10% Dados Y 5 Y 7) Vy. y si V~ Хү, entonces X= Y. 
Para concluir este capitulo, se enuncia la imposibilidad del caso (4) por el 


Teorema 9-11 (ley de tricotomia): Para verificar cualquier par de números cardinales x y ff 
o bien 7 < f, o bien x = ff, o bien x > fi 


La demostracion de este ultimo teorema requiere procedimientos de inducción transhinita. los cua- 
les se tratarán en el Capitulo 12; de ahi que la demostración se posponga hasta entonces. 


HIPOTESIS DEI. CONTINUO 
эк» 


Por el teorema de Cantor, No « 2% y como ya se ha visto, №, « c. El teorema siguiente expres: 
la relación entre 2*7 у € 


T 


Teorema 9-12: 7 c 


Ocurre preguntar si evistira un cardmal й 
ida рог рос 


comprendido «entre» Ny y c. Desde un principio, Cantor 
del continuo, de que la respuesta a tal pregunta es nega- 


sostuvo la cene, oc 
Uva O sea. ри; 


Hipótesis del continuo: No existe cardinal [tal que Ny < fue 


En 1962 se demostro que la hipótesis del continuo es independiente de los axiomas de la teoria de 
conjuntos, de vierta manera en el mismo sentido en que el postulado quinto de Euclides sobre las rec- 
independiente de los otros axiomas de la geometria. 


tas paralelas e 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES, CONJUNTOS ENUMERABLES, EL CONTIN 


1. Sean los circulos concéntricos 


€; = (ay | +y = @), С, = (my | z? +y = b} 


con 0 < а < h por ejemplo. Establecer geométricamente una 
correspondencia biunivoca entre C, y С,. 
Solución: 

Sea ve C,. Sea la función /: C; — C, donde f(x) es el punto de 
intersección del radio que va del centro а х, con C,. como se ve en el 
diagrama adyacente. 


Resulta que / es inyectiva y sobreyectiva, así que define una corres- 
pondencia biunivoca entre C, y C; 
2. Demostrar: (a) [0, 1] ~ 10. 1[, (b) (0. 1) ~ [O, 10. tc) [0. 1] ~ JO, 1]. 
Solución: 
(а) Nótese que 


jo 1] = (0,1,1/2,1/3,...¿ UA 
(0,1) = (1/2,1/3,1/4, ...1 UA 
donde 
A [0,1] — {0, 1, 1/2, 1/3, ...} = (0,1) — (1/2,1/3,...) 


Considérese la función /:[0. 1] — 10, 1[ definida por el diagrama siguiente 


Es decir 
[ug EI 
f) = dMQ23) x а= 10, neN 
ls rx 0 ln пећ 


Esta función es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia, [0. 1] ~ 10. 1[. 
(b) La función /:[0, 1] — [0, I[ definida por 
_ ота s = 1, тем 
p №) = IE м 1н, neN 
es inyectiva y sobreyectiva. [Es análoga a la función de la parte (a).] Asi que [0. 1] ~ [0. ![ 


(e) Sea /:[0, I[ — JO, 1] la función definida por f(x) = 1 — x. Entonces f es inyectiva y sobreyectiva y, por 
tanto, [0, I[ ~ 10. 1]. En vista de (5) y del Teorema 9-1, [0, 1] ~ 10. 1] 


3. Demostrar que cada uno de los intervalos siguientes tiene la potencia del continuo, esto es, que tie- 
ne cardinal с: (1) [a, 6], (2) Ja, b[, (3) [a, b[, (4) Ja, ^], siendo a < b. 


Solución : 
La fórmula fx) = a + (^ — a)x define cada una de las funciones: 
[0. 176 [a, b] (0. 1[6[o, bE 10. {5} bE 9. 11 14. 5] 


Cada función es inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, según el Problema 2 y el Teorzma 9-1, cada intervalo 
es equipotente a [0, 1], esto es, tiene la potencia del continuo. 
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Demostrar el Teorema 9-1: La relación de equipotencia A ~ B entre conjuntos es una relación de 
equivalencia. Es decir, demostrar que 


(1) 4 ~ A para todo conjunto, 
(2) Si A ~ B entonces В ~ A, 
(3) Si A ~ By B ^ C entonces А ~ C. 
Solución: 
(1) La función idéntica 1,: 4 — A es inyectiva y sobreyectiva: por tanto, 4 ~ 4. 
(2) Si 4 ~ B, existe entonces una función f: 4 — B inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, f tiene una función re- 
ciproca f ' : В — A que también es inyectiva y sobreyectiva. Así, pues, 


А-В implica 8 ~ 4 


(з) Si A ~ By B ~ C. existen entonces funciones f: 4 — B y g : В — С inyectivas у sobreyectivas. Entonces la 
función producto de composición g ^f: 4 — C también es inyectiva y sobreyectiva y. por consiguiente, 


A=ByB=C implican 4=C 


Demostrar el Teorema 9-2: Todo conjunto infinito A contiene algún subconjunto D que es enumerable 
Solu 
: 34 — A una función de elección, Dada la sucesión: 
a = КА) 
а = HA- dan 


а ЖА — (a.a) 


a. = HA = las 


puesto que 4 es infinito 4 — (а. 
ción de elección 


а, + a, donde i< n 


Asi, pues, los a, son distintos y, por consiguiente, D = (ais az, ... | es enumerable. 


En esencia, la función de elección / «elige» un elemento a, є A, después un elemento a; entre los elementos 
que «quedan» en 4, etc. Como A es infinito, el conjunto de elementos que «quedan» en 4 es no vacio. 


Demostrar que para cualesquiera conjuntos 4 y B, se tine Ax B~ Bx A. 
Solución: 
La función f: 4 x B B x A definida por 
fila, b) = (b, а), (ae A, be B) 
es inyectiva y sobreyectiva; por tanto, A x B~ B x A. 


Demostrar que para cualesquiera conjuntos A, B y C 


(Ax B)xCOC=AxXBxC=Ax(BxC) 
Solución: 
La función f: (4 x B) x C — A x Rx C definida por 
fila. by, с) = (а, b, с), lag A, БЕВ, cc C) 
es inyectiva y sobreyectiva; por consiguiente, (4 x B) x C ~ A x В x C. De igual modo, А x (В x С) ~ 
A x B » С. Ам! que entonces 
(ах Bx Ce Ax Bx C^ Ax (Bx C) 


Demostrar: Si X es un conjunto cualquiera y C(X) es la familia de funciones características de X, 
esto es, la familia de funciones f: X — (1, 0}, entonces la familia de subconjuntos de X es equi- 
potente a C(X), es decir, 2* ~ С(Х). 
Solución: . 
Sea A un subconjunto de Х, esto es, 4 є 2*. Sea /:2* + C(X) definida por 
FA) 


o sea que f aplica cada subconjunto А de X en да, la función característica de A (con respecto a X). Entonces f es 
inyectiva y, como antes se vio, sobreyectiva. Por tanto, 2* ~ C(X). 


Ya 
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9. Demostrar el Teorema 9-3: Un subconjunto de un conjunto enumerable es finito o es enumerable. 
Solución: 
Sea 
А = {а,а:,...\ (1) 


un conjunto enumerable y sea В un subconjunto de 4. Si B = Ø. entonces es B finito. Si B + Ø. sca a, el 
primer elemento de la sucesión (1) tal que a,, є B; sea a,, el primer elemento que sigue a a,, en la sucesión (1) 
tal que a,, = B: etc. Entonces 


В = (ans dns ...} 


H B es finito. Si no, B es enumerable. 


Si el conjunto de enteros [»,, nz, ... } es acotado. entonc 


10. Demostrar el Teorema 9-5: El intervalo unidad A = [0. 1] no es enumerable. 
Solución: 
Método |. Supóngase lo contrario; o sea que 


A 


Uns Za Xa 000 


es decir, que A se puede escribir como sucesión. 
Cada elemento de A se puede escribir en forma de decimal con infinitas cifras. como sigue: 


zx; = Ûananan... ts. 
Ya = 0. ап an an... amn... 
Za = 0. ан anas... аз... a) 


0. аз 2.2 0.3 ... Ann 


donde a, e (0, 1. . .. , 9) y dónde cada decimal tiene un número infinito de elementos no nulos. Así, pues, se es- 
cribe 1 como 0.999 . . . y, para aquellos números que se pueden escribir en forma decimal de dos maneras, como 
por ejemplo. 

1/2 = 0,5000... = 0,4999 


(en una de ellas hay infinitos nueves y en la otra todas las cifras son ceros, con excepción de un número finito 
de ellas) escríbase el decimal que tiene los nueves. 
Construyendo ahora el número real 


ye 0; b, rc 
que pertenecerá а A, de la siguiente manera: tomar b, de manera que ^, + a,,, y b, + 0; tomar b, de modo que 
b, + аз y b; +0, ete., resulta que y + x, pues b, # а, (y b; + 0), y + хз. pues b; + az, (y b; # 0) etc; 


esto es, resulta que y + x, para todo n e №; por consiguiente. y # A, lo que se contradice con vs A. Así que la 
suposición de que A es enumerable lleva a una contradicción. Por consiguiente. no es enumerable 


Método 2. (En esta segunda demostración del Teorema 9-5, se utiliza la siguiente propiedad de los nú- 
meros reales: Sea /, = [a,, Б]. Iz = [a2, 63], -.. una sucesión de intervalos cerrados tales que /, D /; D .. 
Hay entonces un número real y que pertenece a todos los intervalos.) 

Suponiendo lo contrario, o sea, como antes 


Az dnx esed 


constrüyase una sucesión de intervalos cerrados /,. Zz, ... de la manera siguiente: Sean los tres subintervalos 
cerrados de [0.1]. 


(0, 1/31, [1/3, 2/3), o 


cada uno de los cuales tiene longitud J. Ahora bien, x, no puede estar en los tres intervalos. (Si x, es uno de los 
extremos, podría estar en dos de los intervalos.) Sea /, = [a,, 6,] uno de los intervalos en (1) tal que x, £ Д. 
Tomando ahora los tres subintervalos cerrados de /, = [a,. ^]. 

[as a4 9j, (ai 1/9, а. + 2/9], — [ai 2/9, 5i] (2) 
cada uno de longitud ¿, igual'que antes, sea Г, uno de los intervalos en (2) tal que x; £ /;. Continuando de esta 
manera, resulta una sucesión de intervalos cerrados 

h2h2:- (3) 
caracterizada porque х, # /, para todo n eN. 


144 NUMEROS CARDINALES [САР 9 


Según la citada propiedad de los números reales, hay un número real v £ [0. 1] tal que y pertenece a todos 
los intervalos de (3). Pero como 


YEA = {л £,...] 


y = ov, para algún m c М. Pero por la construcción que se hizo, y = x, £ /„. lo cual está en contradicción con 
el pertenecer v a todos los intervalos de (3). Asi. pues. la suposición de que А es enumerable, ha llevado a una 
contradicción. Por consiguiente, 4 no es enumerable 


NUMEROS CARDINALES Y ARITMETICA CARDINAL 
11. Sean A,. Az. Аз y A, conjuntos cualesquiera. Definir conjuntos В|, B,, B, y B, tales que 


(Ai) + #(А») (A) + (A) = FBIUB.UBIUB)) 


B, = Ay x 131 y B, = А, x [4]. Entonces В, ~ A, 
y BOB = e si ¿+ j. Y, por tanto, resulta lo propuesto. 


12. Sea {4,\,,, una familia de conjuntos. Definir una familia de conjuntos |), , tal que 
В, ~ А. іЕТу В, ГВ, = (si j 


‚= А, х |}, iel. La familia 18,1, ,: tiene las propiedades que se piden. 


13. Demostrar el Teorema 9-7: Para cualesquiera cardinales a, В y y. 


(1) (a +B) ty = a+ (8B +y) 

(2) (aB)y = «(Ву) 

(3) а+В = В+а 

(4) aß = Ba 

(5) alB +y) = aß + ay 
Solución: 
Sean A, B y C conjuntos disjuntos dos a dos tales que a = #(А), В = #(B) y y = H(C). 
a) («+В +y = HAUB) + $(O = *(AUBIUC) 


a t(Bty = #А + #(BUC) = #(Au(BuC)) 
Como la unión de conjuntos es asociativa, esto es, como (4 U B) U C = A U (B U C) entonces 
(a-B) ty = a+ (8+y) 


(2) (ay = s(AXB)s(C) = s((A В) х С) 
By) = #A#(BXC) = #(A X (Вх С) 


Por el Problema 7 se sabe que (А x B) x C ~ A x (B x C). Por consiguiente, (2/8); = alfy). 


(3) x+ fi — #4 U B) = #(BU A) = В + а, pues A U B = BU A. 
(4) Nótese que af = #(А x B) y Ба = #8 x A). Por el Problema 6, A x B ~ B x A; así que af = fa. , 
(5) Observar primero que BA C = Ø implica (4 х B)N (4 x C) = Ø. Entonces 


аВ+ү = *(A)-*(BUC) = #(A x (ВОС) 
aß + ay = HAXB) + #(АхС) = #((A х BJU(A x С) 


Pero A х (ВОС) = (AX B)U(AXC). — Lucgo — a(B y) = aß + ay. 
14. Demostrar: Хос = с. 


Solución: 
Sean Z = |... —1, 0, 1... ] y А = [0, 1[. La función f: Z x А — R definida por 


fi aj=i+a 

que áplica, pues. /(1/) x [0, 1[) sobre [i, i + 1[ es inyectiva y sobreyectiva. Por tanto, 
(2х 4) ~ А 

Como #(7) = No, #(4) = c y #(R) = c, es No= с. 
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15. 


Demostrar que si fí es un cardinal infinito, entonces 


DX LE 
Soluci 
Sca А un conjunto infinito, B = (by. hy... | enumerable y 4 (^ B = Ø. El teorema será cierto si se de- 
muestra que 
AUB=A 
Como 4 es infinito. 4 contiene un subconjunto enumerable 
x D di ds cul 
Sca /: 41) B > A definida por el siguiente diagrama 


Es decir. la f: 4 U B — A definida por - 


fe М xcA- D 
fla) = id& si x-d, 
СЕА 


Entonces / es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia. А U В ~ A, como afirma el icorema 


DESIGUALDADES Y NUMEROS CARDINALES 


16. 


Demostrar el teorema de Cantor: Para todo conjunto A. 4 < 2^ y. por tanto, # (4) < 4 (2%). 
Solución: 

La función g : А — 2* que aplica cada elemento a £ А en el conjunto formado por а solo, esto ез, la defini- 
da por g(a) = |а|. es inyectiva; por tanto, A — 2^. 

Si se demuestra ahora que 4 no es equipotente a 2*, queda establecido el teorema. Suponiendo lo contra- 
rio, о sea que exista una función f: 4 — 2^ inyectiva y sobreyectiva, sea ак A un elemento que llamaremos 
«malo» si 4 no pertenece al conjunto que es su imagen, es decir. que a £ fla). y sea B cl conjunto de ele- 
mentos «malos». 


B= |х| хед, хел) 


Se ve que B es un subconjunto de A. esto es, В є 24. Por tanto, como f : A — 2* es sobreyectiva, existe un ele- 
mento bE A tal que fib) = В. ¿Es b «malo» o no? Si be B, entonces, por la definición de B. ^£ fi^) = B que 
es imposible. De igual manera, si b £ B, entonces b к f(b) = В que también es imposible. Asi, pues. la suposición 
del principio de que A ~ 2^, ha llevado a una contradicción. Por consiguiente, la suposición es falsa y el teore- 
ma es cierto 


Demostrar el teorema de Schróder-Bernstein: Si Y D Y D Y, y X ~ X,, entonces Y ~ Y. 
Solución: * , 
Como Y ~ Xy, existe una función f: X — X, inyectiva y sobreyectiva. Por otra parte, como X D Y, la 


restricción de f a Y, que también se denotará por f. es asimismo inyectiva; por tanto, Y es equipotente a un sub- 
conjunto de Ху, esto es. Y ~ Y,, donde 


XDYDXDY, 


18. 
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y f: Y -+ Y, es inyectiva y sobreyectiva. Pero ahora Y, С Y; por parecida razón. X, ~ X; donde 


XY>XIY,>X: 


y f: X, — X; es inyectiva y sobreyectiva. En consecuencia, hay conjuntos equipotentes X, X,. Х,.... y conjun- 
tos equipotentes Y, Y,, У,, ... 1416 que 
XYXYXY D.e 
Sea 
B = XnYnXinYinX;nYinee- 
Entonces ` 
X = (X-Y)U(Y-X)U(X—Y pu: ШОВ 
Y = (Y-X)u(X,-Y)u(Yi- X)u UB 
Nótese, además, que 
(X-Y) - (Xi-Y) 7 (У) - 


En particular, la función 
PAX Y) c (Xp. — Y 


ез inyectiva y sobreyectiva. 
Sea la función g : X — Y definida por el diagrama: 


O expresado de otra manera: 
_ jf) si xzeX-Y. o zcX-Y 
sa) = | М ae YX, ó zcB 
g resulta ser inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, X ~ Y. 


Demostrar el Teorema 9-12: с = 2%, 


Solución: 
Sea R el conjunto de los números reales y sea 2% la familia de-subconjuntos де Q, el conjunto de los núme- 
ros racionales. Sea, además, la función f: R — 2% definida por 


Да) = ix|xeQ. x < a} 
o sea que f aplica cada número real a en el conjunto de los números racionales menores que a. Sg demuestra que 
Гев inyectiva: Sean a, b e R, a + b con a < b, por ejemplo. Por una propiedad de los número? reales, existe un 


nümero racional r tal que 
a<r<b 


Entonces r є f(b) y r # f(a); se sigue que f(b) + fia) lo que quiere decir que f es inyectiva. Así que-R < 2% y como 
HR) = c y 4(Q) = No, 
с <2%° 
Sea ahora C(N) la familia de funciones características f : N — (0, 1} la cual, como se demostró en el Proble- 
ma 8, es equipotente a 2*, siendo N el conjunto de los números naturales. Considerando la función 
Е: C(N) > [0, 1] definida por 
FA = 0, A) Д2) ЛЗ)... 
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que es un decimal con infinitos ceros y unos, si f, g e C(N) y f + g, entonces F(f) + Fig). pues los decimales serían 
distintos; así que F es inyectiva. Por consiguiente, 2“ ~ C(N) X [0, 1] y entonces 


Pee 


Y. por tanto, 
c= 2No 


PROBLEMAS DIVERSOS 
19. Demostrar: El conjunto Р de todos los polinomios 


р(х) = а +ах + --: ax (1) 
con coeficientes enteros, es decir, con ao, ау, ..., 4, enteros, es enumerable. 
Solución: 
Para todo par de números naturales (n, m), sea Р, m el conjunto de polinomios de (1) de grado m para los 
cuales 
las] + ja} + = + lan] = n 


Es claro que Pn m es finito. Por tanto, 
Р = Uus Pi 


єз enumerable, pues es una familia enumerable de conjuntos enumerables. No siendo P finito. es. por consiguien- 
te, enumerable. 


20. Un número real r se llama número algebraico si r es solución de una ecuación polinómica 
р(х) = @+ах+-<<+а@„л" = 0 
con coeficientes enteros. Demostrar que el conjunto А de los números algebraicos es enumerable. 
Solución: 
Por el precedente problema, es evidente que el conjunto Е de las ecuaciones polinómicas es enumerable: 
Е = {p(z)=0, p(z) = 0, p(z) = 0, ...) 
Definido 
А, = {x | x es una solución de рх) = 0) 
puesto que un polinomio de grado л puede tener a lo más п raices, todo 4, es finito. Por consiguiente, 
А = ULNA, P 


es una familia enumerable de conjuntos enumerables. Así, pues, 4 es enumerable si no es finito 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS EQUIPOTENTES, CONJUNTOS ENUMERABLES, EL CONTINUO 
21. Los enteros, Z. se pueden poner en correspondencia biunivoca con N, los números naturales, como sigue 
1 2 3 4 5 6 7 


И" 


0 = 2 —2 3 3 
Hallar una fórmula que defina una función f: N — Z que exprese esta correspondencia entre N y Z 
22. N х N se escribió como sucesión considerando el diagrama de la Fig. 9-1. No es ésta la única manera de escri- 


bir en sucesión № x N. Escribase № х N como sucesión de otras dos maneras distintas. haciendo diagramas 
apropiados. 


148 NUMEROS CARDINALES [САР. 9 


23. Demostrar el Teorema 9-4: Sea А,. Az. Ay. . . una familia enumerable de conjuntos disjuntos dos a dos, cada 
uno enumerable, La unión de los conjuntos Uy. A; es enumerable. 


24. Demostrar que sí 4 y B son enumerables, A x B también es enumerable. 
25. Demostrar que el conjunto de puntos del plano que tiene coordenadas racionales es enumerable. 
26. Sea (7,1,1 una familia de intervalos disjuntos dos a dos. Demostrar que la familia es enumerable. 


27. Se dice que un número real x es trascendente si no es algebraico, es decir, si x no es solución de una ecuación 


polinómica PX) = dy + аха = 0 


con coeficientes enteros (véase Problema 20). Por ejemplo, л y e son números trascendentes. Demostrar que el 
conjunto de los números trascendentes no es enumerable. 


28. Demostrar: с? = cc = c. (Por consiguiente, R x R tiene la potencia del continuo.) 


ARITMETICA CARDINAL 


29. Demostrar que si x = ff, existe un conjunto В con un subconjunto 4 tal que a = #4) y f£ #(В) 


30. Demostrar que si ж = fi, entonces para cualquier cardinal y, (1) x + 7 <P 4 y. Q) xy < [fh 
31. Sea T el conjunto de los números reales trascendentes. Demostrar que #07) = c. (En el Problema 27 solo se de- 
mostró que T no era enumerable.) 


32. Sea æ = #04). ? se definió como el cardinal de la familia de subconjuntos de A, es decir, que 2 = 4(2%), Tam 
bién se definió 2* como cardinal de la familia de todas las funciones de A en un conjunto В, siendo #(8) = 2 


Demostrar que estas dos definiciones son equivalentes. 


33. Demostrar que para cualesquiera cardinales, x, ff y y, a x? = 2000. 


34. Demostrar que si ж < j; entonces para cualquier cardinal y. (1) а! = fl, (2) y" = ;^ 


Respuestas a los problemas propuestos 


21. La función f: 


Z definida por 


[—х/9 + 1/2 si x es impar 
fe = 4 ag si v es par 


tiene la propiedad pedida " 


22. Considerando los siguientes diagramas de N x N. 


(1,1) (1,2) — (1,3) 0,4 — (,1)——(1,2) _r (1,3 2 (1,4) 
| ir 24, 
2 24 
(2,1) — (2, 2) (2, 3) (2,4) (2,1)7 (2,2 -7 (2,3) (2,4) 
2 
2-7 
(3, 1) —— (3, 2) — (3, 3) (3, 4) (331^ (52) (3,3) (3,4) 
(4, 1) — (4, 2) — (4, 3) — (4, 4) ы (4,1) (4,2) (4, 3) (4,4) 
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26. 


27. 


» 


resulta que N x N se puede escribir como sucesión infinita de elementos diferentes como sigue: 


NxN (0,1), (2,1), (2,2), (1,2), (1,3), (2,3), ...) 
NXN = (0,1, (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1), (1,4), ...} 


Sugerencia: Demuéstrese que U; y A, es equipotente а N x N. 


Sea S el conjunto de puntos del plano que tiene coordenadas racionales y sea Q el conjunto de los números ra- 
cionales. Se ve que 5 ~ О х О porque cada punto x € 5 corresponde a un par ordenado único (4,. 4) Q х Q. 
y viceversa. Pero como Q x Q es enumerable, por serlo Q. entonces S es enumerable. 


Todo intervalo 7, į £ / contiene al menos un número racional q,. Por otra parte, si 7, + Т, entonces q, = q, por- 
que 7, y T, son disjuntos. Por consiguiente, {T,}; , , es equipotente a un subconjunto |ф,},,, de los números ra- 
cionales, con lo cual 17,),,, es enumerable. 


Sugerencia: R, que no es enumerable, es la unión de los números algebraicos y los trascendentes. 
Sea А = [0, 1]. Hay que demostrar düe A x A tiene la potencia del continuo. Sean x. y c [0, 1]. Entonces x e y 
se pueden escribir de una sola manera como decimales de infinitas cifras 


х= б,ххуху. ү = б.у 32% 


no nulas (por ejemplo, se escribe } como 0,4999. . . en vez de 0,5000. . .). 
Sea f: А * A — A definida por 
Лбх, у)) = 0, ху yy X2 Ya Хууз... 
fes inyectiva, Por tanto, A x A tiene cardinal с a lo sumo. Pero А х A tiene cardinal с por lo menos, puesto que, 
por ejemplo, 
10. x) | хе [0, 1); 
que es un subconjunto de А х 4, es equipotente a A. En consecuencia, A х А tiene por cardinal с, es decir, tiene 


la potencia del continuo. 
Nótese que #(А) = c, luego с = $(4 x 4) = 


Sca В = (0, 1]. Entonces (8) = 2 y B^ = C(A), el conjunto de funciones caracteristicas de 4. Por el Problema 8, 
2 ~ B^. Por tanto, #24) = 4(B%). 
Sean a = 44), B = #(B) y y = HC), siendo В y C disjuntos. Entonces fj + y = HB U C). Nótese que 

a*t = (ATUS) у аа? = BA? x A) 


y que A” UC es el conjunto de todas las funciones definidas en B U С y cuyo codominio es A. A” y A“ tienen pa- 
recido significado. El teorema queda aclarado al demostrar que 


A* UC — A" x А 


Si fe A* € corresponde al par ordenado de funciones 
ү| в. |с) 


lla restricción de / a B y la restricción de f a С). Obsérvese que (/ | B. f | C) pertenece a 4% х 4%. La función 
F: A" € — A? x АС definida por 
FU) = (1B. /| С) 
es inyectiva y sobreyectiva. Por consiguiente, AUC ~ A” x A“. 
Y entonces 0%*? = afa. 
Como a = В. existe un conjunto В con un subconjunto А tal que a = #14) y = #(B). Sea, además, y = #(С). 


(1) Sea f c Al, esto es, sea f: C — A. Como А C B, f sc puede considerar como una función de C en В, esto es, 
fe ВС. Luego A“ es un subconjunto de В“ y, por tanto, 4^ < ВС. Como a” = #(А©) y J^ = #(В©), se de- 
duce que а? = f”. 

(2) Sea fe C^, esto es, sea f: A — C. Sea también una prolongación de f a una función /' : В — C. Nótese que 
si f # g, entonces f’ + ', donde g' es una prolongación de g. Por tanto. la función Е: С“ — С® definida 
por F(f) = f es inyectiva. Y entonces C^ < C*. Como ;? = #(С^) y y? = 4(C"). se deduce que у" < y. 


Capítulo 10 


Conjuntos parcial y totalmente ordenados 


CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 


Un orden parcial en un conjunto А es una relación Q en А 
(1) reflexiva. es decir, (a, a) Е Я para todo a € A, 
(2) antisimétrica, esto es, (a, b) c Q y (b, a) e Q implican a = b, 
(3) transitiva, es decir. (а. b) £ & y (Р. c) Е Я implican (a. c) Е Я. 
Si una relación Gt en A define un orden parcial en A, entonces (a, Б) @ se denota por 


aSb 


que se lee «u anterior a b». 


Ejemplo 1-1: 


Ejemplo 1-2: 


Ejemplo 1-3: 


Ejemplo 1-4: 


Ejemplo 1-5: 


Ejemplo 1-6: 


«Y una familia de conjuntos. La relación definida en «Y por «x es un subconjunto de у» 
es un orden parcial en Y. 


Sea A un subconjunto de los números reales. La relación en 4 definida por «x — v» es un 
orden parcial en 4. que se llama el orden natural en A 


Sea Gt la relación definida en los números naturales М por «x es múltiplo de y»: @ es un orden 
parcial en N. Y así se tiene 6 X 2. 1533 y 17 < 17. 


Sea W = fa. b, c. d, el. El diagrama 
á 
Z i 
ES "i b 


define un orden parcial en W de la siguiente manera: x X y si x = v o si se puede ir de va 
y en el diagrama yendo en la dirección ascendente indicada. Nótese que b X a, d Xa 
yeke 


Sea @ la relación en Y = 11.2, 3. 4, 5, 6) definida por «x divide a у». Я es un orden parcial 
en V. Este orden parcial en V se puede describir también por el siguiente diagrama, que es 
semejante al diagrama del ejemplo anterior y a los diagramas lineales construidos para fami- 
lias de conjuntos 


AA 
SA 


Sea Q la relación definida en una familia de conjuntos por «X es equipotente а un subcon- 
junto de Y» (es decir, X < Y). Por el Teorema 9-8, @ es reflexiva y transitiva; y por el Teore- 
ma 9-10 de Schróder-Bernstein, es antisimétrica. Asi, pues, @ es un orden parcial en la fa- 
milia de conjuntos 


Si bien el símbolo < se utilizó antes para denotar una relación entre conjuntos, la relación, 
como se ve en este ejemplo, es un orden parcial. 
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Definición 10-1: Un conjunto А y una relación Q de orden parcial en A constituyen un conjunto 
parcialmente ordenado. 


Observación 10-1: Nótese que un conjunto parcialmente ordenado consiste en un conjunto A y una 
relación de tipo particular Q en A; por esta razón, un conjunto parcialmente or- 
denado se denota a veces como par ordenado 


(4.0) o (4, X) 


Sin embargo, es corriente emplear el mismo símbolo, A, por ejemplo, para denotar tanto el conjunto 
parcialmente ordenado como el propio conjunto en que se ha definido el orden parcial 


Observación 10-2: En este capítulo y en los siguientes se supone que todo conjunto de números rea- 
les está ordenado por el orden natural, al menos que se advierta otra cosa, explícita 
o implícitamente. 
En relación con los conjuntos parcialmente ordenados se emplean, además, las notaciones si- 
guientes: 
a < b significa a < Буа % b; léase «a estrictamente anterior a b». 
b zz a significa a < b; léase «b supera a a». 
b z a significa a S.b; léase «b estrictamente superior a a». 
Xo. Ж y ж se entienden por sí mismas. 


Dos elementos a y b de un conjunto parcialmente ordenado se dicen no comparables si 
аЬ y ba 
es decir, si ninguno de ellos precede al otro. En el Ejemplo 1-3, los números 3 y 5 no son comparables, 


pues ninguno de ellos es múltiplo del otro. 


Observación 10-3: Si una relación Я en un conjunto 4 es reflexiva, antisimétrica y transitiva, en- 
tonces la relación reciproca RT’ es también reflexiva, antisimétrica y transitiva. 
O sea que si Q define un orden parcial en A, entonces Gt^' también define un or- 
den parcial en A, que se llama el orden inverso, 


CONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 


La palabra «parcial» se emplea al definir un orden parcial en un conjunto A porque algunos ele- 
mentos de A pueden no ser comparables. Si, por otra parte, cada par de elementos de un conjunto par- 
cialmente ordenado A son comparables, entonces el orden parcial en A se Пата orden total en A. 
De ahi la 
Definición 10-2: Un orden total en un conjunto А es un orden parcial en А más la propiedad 

a<bjya=bo0a>b 
para cualesquiera dos elementos a y b de A. Un conjunto А y un orden total dado 
en A constituyen un conjunto totalmente ordenado. 


Ejemplo 2-1: El orden parcial en cualquier conjunto A de números reales (con el orden natural) es un orden 
total, puesto que dos números cualesquiera son comparables. 


Ejemplo 2-2: Sea @ el orden parcial en V = (1, 2, 3, 4, 5, 6) definido por «x divide a у». R no es en- 
tonces un orden total en И, ya que 3 y 5 no son comparables. 


Ejemplo 2-3: Sean A y В conjuntos totalmente ordenados. Su producto cartesiano А х В se puede or- 
denar entonces totalmente como sigue: 


(a, b) < (a, Б) siaca osia=a yb=<b 


Este orden se llama orden lexicográfico de A x B porque es análogo a la manera como se 
ordenan las palabras en un diccionario. 
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Ejemplo 2-4: Sca [4,),,, una familia totalmente ordenada (es decir, / está totalmente ordenado) de con- 
juntos totalmente ordenados disjuntos dos a dos. Entonces la unión |, 4; queda total- 
mente ordenada (al menos que se diga otra cosa) como sigue: Sean а, ВЕ\),,,А,; existen 
entonces j, k e / tales que a € Ay be 4,. Ahora bien, si j < k. a cS b: y si j = k, entonces о 
y b están ordenados por el orden de А, 


Observación 10-4: La palabra «orden» será empleada muchas veces, ya por orden parcial. ya por 
orden total, 


SUBCONJUNTOS DE CONJUNTOS ORDENADOS 


Suponiendo una relación Q que define un orden parcial en un conjunto 4, o sea que (A, (Я) es un 
conjunto ordenado, sea В un subconjunto de 4. Entonces el orden parcial R en A induce un orden par- 
cial R' en B de la siguiente manera: Si a, be B entonces 


(а. b) e GU. esto es, a Б 


como elementos de B, si, y solamente si, (ua, b) £ Q, es decir, a < b como elementos de А. Se dice en- 
tonces que el conjunto ordenado (В, (R') es un subconjunto (parcialmente ordenado) del conjunto or- 
denado (A, GU. 


Ejemplo 3-1: Sea W = fa, ^. c, d. ej ordenado como sigue: 
<> 
vd X 
Entonces V = (а, d, ej con el orden 


ds 


es un subconjunto del conjunto ordenado W. Pero Y con el orden 


FSE 
e a 
no es un subconjunto del conjunto ordenado W. 


SUBCONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS 


Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Entonces, como ya se vio, el orden parcial en 4 in- 
duce un orden parcial en todo subconjunto de А. Algunos de los subconjuntos de А quedarán en reali- 
dad totalmente ordenados. 

Nótese que si 4 es un conjunto totalmente ordenado, todo subconjunto de 4 es totalmente or- 


denado. 
Ejemplo 4-1: Sea N, los números naturales, ordenado por «x es múltiplo de у». Entonces № no está to- 
talmente ordenado, pues 4 y 7 no son comparables, por ejemplo. Pero el conjunto 


M-1548.... 2... 
sí es un subconjunto totalmente ordenado de N. 


Ejemplo 4-2: Considérese el orden parcial en W = |a, b, c. d, el definido por el diagrama 


SL 
"d e 


Cada uno de los conjuntos (a, с, d], (5, d}, (5. с, e], la, c. e) y ia. c] es un subconjunto de 
W totalmente ordenado. Los conjuntos (a, 5, c] y (d, ej no son totalmente ordenados. 
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PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 
Sea A un conjunto ordenado. El elemento a £ А se dice primer elemento de 4 si. para todo x € A. 
ах 
es decir, si a es anterior a todos los elementos de А. Análogamente. un elemento hz A se dice último 
elemento de А si, para todo x £ А, КЕ) 
къ decir, si b es posterior a todos los elementos de 4. 


Ejemplo 5-1: Sea W = la, Б. c, d. e| ordenado por cl diagrama siguiente: 
a 
b E 
d e 


Aqui a es un elemento último de W porque es posterior a todo elemento. Nótese que W ca- 
rece de primer elemento. El elemento d no es un primer elemento porque d no es anterior a e. 


Ejemplo 5-2: En los números naturales №. el | es un primer elemento de N, pero nu hay último ele- 
mento " 


Ejemplo 5-3: Sea А un conjunto y sea „/ la familia de subconjuntos de А, o sea el conjunto potencia de 
A. Si «Y se ordena por «x es un subconjunto de у», resulta ser primer elemento el conjunto 
vacio y último elemento de . el conjunto A. 


Ejemplo 5-4: Sea A = [x |0 < x < 1] ordenado por «x = y». A está entonces totalmente ordenado, pera 
no tiene primero ni ültimo elemento. 


Observación 10-5: Un conjunto parcialmente ordenado puede tener a lo más un primer elemento 
y un ültimo elemento. 


Observación 10-6: Si a y b son primero y ültimo elementos, respectivamente, de un conjunto par- 
cialmente ordenado A, entonces a y b serán último y primer elementos, respecti- 
vamente, el orden inverso de А. 


ELEMENTOS MAXIMAL Y MINIMAL 
Sea A un conjunto ordenado. Se dice que un elemento a £ A es maximal si 


ax implica a= x 


Es decir, a es un elemento maximal si no hay en A ningún elemento posterior a а en sentido estricto. 


Análogamente, se dice que un elemento 5 € А es minimal si 


xb implica b= 


esto es, si ningún elemento de A es estrictamente anterior a b. 


Ejemplo 6-1: Sea W = {а, b, c, d, ej un conjunto ordenado por el siguiente diagrama: 
Š 
b с 
AS eS Я 


Tanto d como e son elementos minimales, puesto que по hay еп W ningún elemento estric- 
tamente anterior a ninguno de ellos. El elemento a es un elemento maximal. 
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Ejemplo 6-2: Sea W = |a. b, с. d, e) ordenado por el diagrama: 
a b 


ha / 

"4 d 
Aqui a y b son elementos maximales, y c y d son minimales. Obsérvese que W no tiene pri- 
mero ni ültimo elemento. 


Ejemplo 6-3: Sea V = [x |0 < x < 1}. V no tiene elemento maximal ni elemento minimal. 


Las observaciones siguientes muestran las relaciones entre los conceptos antes definidos. A es aquí 
un conjunto parcialmente ordenado. 


Observación 10-7: Si a es un primer elemento de A, entonces a es un elemento minimal de A y es úni- 
co. Asimismo, un último elemento de A es un elemento maximal de А y es único. 


Observación 103: Si A es totalmente ordenado, puede tener a lo más un elemento minimal, que será 
entonces primer elemento. De igual modo, puede contener a lo más un elemento 
maximal, que será entonces último elemento. 


Observación 10-9: Todo conjunto finito parcialmente ordenado tiene por lo menos un elemento ma- 
ximal y un elemento minimal. Un conjunto infinito ordenado, como en el Ejem- 
plo 6-3, puede no tener elementos maximales o minimales, aun en el caso de ser 
totalmente ordenado. 


MAYORANTES Y MINORANTES 


Sea B un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado A. Un elemento т de А se llama 
minorante de B si, para todo хє В, "n 


es decir, si m es anterior o inferior a todo elemento de B. Si un minoranie de B es posterior o superior 
a todos los otros minorantes de В, se dice que es el extremo inferior o el infimo de B y se le denota por 


inf (B) 


En general, B puede no tener minorantes o tener muchos, pero solo puede haber a lo más un inf (B). 
Análogamente, un elemento M de A se llama mayorante de B si M es posterior o superior a todos 
los elementos de B, esto es, si para todo хе B 


хм 


Si un mayorante de B es anterior o inferior a todos los mayorantes de B, se dice que es el extremo 
superior O supremo de B y se le denota por 


sup (В) 


Solo puede haber un sup (B) a lo más 


Ejemplo 7-1: Sea V= ja, hc. d. e. f. g} ordenado por el siguiente diagrama 


a b 
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Sea В = |c. d, ej. Entonces а, b y c son mayorantes de B, y f es el único minorante de B. 
Nótese que g no es un minorante de В porque g no es anterior a d; g y d no son comparables. 
Por otra parte, с = sup(B) pertenece а B, en tanto que f = inf(B) no pertenece а B. 


Ejemplo 7-2: Sea A un conjunto de números reales acotado, es decir, que tiene mayorantes (o que es ma- 
yorado) y que tiene minorantes (o que es minorado). Se verifica entonces un importante teo- 
rema sobre los números reales que establece la existencia de inf(4) y de sup(4) en la orde- 
nación natural de R. 

Ejemplo 7-3: Sea Q el conjunto de los números racionales. Sea: 

В = {х|хЕ0, 2< x? <3} 
es decir, B consiste en los números racionales entre /2 у 4/3 sobre la recta real. В 
tiene entonces infinitos mayorantes y minorantes, pero inf(B) y sup(B) no existen. Es decir, 


В no tiene extremos ni inferior ni superior. Nótese que los números reales /2 y 4/3 no per- 
tenecen a Q y no se les puede considerar como mayorantes o minorantes de В. 


CONJUNTOS ISOMORFOS 


Se dice que dos conjuntos ordenados son isomorfos si existe entre sus elementos una correspon- 
dencia biunivoca que preserva la relación de orden. En particular, 


“Definición 10-3: Un conjunto ordenado А es isomorfo a un conjunto ordenado B, lo que se denota por 
A=B 


si existe una función f: А — В inyectiva y sobreyectiva y que tiene la propiedad 
de que, para cualesquiera elementos a, а' є A, 


а < а' si, y solo si, f(a) < f(a') 


La función f se dice aplicación isomorfa o isomorfismo de A en B. 


Ejemplo 8-1: Sea V = {1, 2, 6, 8) ordenado por «x divide a y», y sea W = (a, b, c, d} ordenado por el si- 


guiente diagrama: 
a b 
SZ 
і 
а 


Un diagrama de V será el siguiente: 


Y S 


2 
1 
Entonces V = W porque la función f: Y + W definida por 
NY! 
A 
PAS 


es un isomorfismo de Y en W, es decir, establece una correspondencia biunivoca entre los ele- 
mentos preservando la relación de orden. Nótese que 


g= (0, d) (2, с), (6, а), (8, Б)) 
es también un isomorfismo de V еп W. 
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Ejemplo 8-2: Considérense los números naturales N = |I. 2. ...) y los enteros negativos M. = |—1. 
—2.... | ordenados ambos por el orden natural «х = y». Entonces N no es isomorfo а M. 
Porque si f: М — M es un isomorfismo. entonces para todo us N, 


1 Xa implicaria ftl) x fla) 


para todo fia)e M. Como M carece de primer elemento. f no puede existir. 


Ejemplo 8-3: Los números naturales N = |1, 2, 3, ... ] son un conjunto isomorfo al de los números pares 
E = (2, 4, 6, ... | porque la función f: N — E definida por (x) = 2x es un isomorfismo 
de N en E. 


Los siguientes teoremas resultan directamente de Ја definición de conjuntos jsomorfos. 
Teorema 10-1-1: Si A es totalmente ordenado y B = A, В es totalmente ordenado. 
Teorema 10-1-2: Sea /: A — B un isomorfismo. Entonces a £ А es primer elemento (último, mi- 


nimai o maximal) si, y solamente si, f(a) es primer elemento (último, minimal o 
maximal) de B. 


Teorema 10-1-3: Si A es isomorfo a B, entonces А es equipotente a B. 
El siguiente teorema es importante para la teoría que se va a desarrollar. 
Teorema 10-2: La relación definida entre conjuntos ordenados por 4 = B es una relación de equi- 
valencia, es decir, 


(1) A = A para todo conjunto ordenado 
(2) Si A = В, es B = А 
(3) 514 = ВуВв ~ С, е4 = С 


Observación 10-10: La condición еп la Definición 10-3 de que 
а < а si, y solo si, fla) < fla") 
es equivalente a las dos condiciones siguientes: 


0) а < а implica Да) < fla"): (luego a > a' implica fla) > /(«')). 
(2) a || а (no comparables) implica f(a) | f(a’). 


Por tanto, si los conjuntos están totalmente ordenados, solo (1) es necesaria. 


TIPOS ORDINALES 
Según el Teorema 10-2, la relación definida entre conjuntos ordenados por 
A=B 


es una relación de equivalencia. Por tanto, según el teorema fundamental sobre relaciones de equiva- 
lencia, todos los conjuntos parcialmente ordenados, y. en particular, todos los conjuntos totalmente 
ordenados, quedan repartidos por esta relación en clases disjuntas de conjuntos isomorfos. 


Definición 10-4: Sea A un conjunto totalmente ordenado y sea ё la familia de los conjuntos isomor- 
fos al A. 2 se llama entonces el tipo de orden de A о el tipo ordinal de A. 


El tipo ordinal de cada uno de los conjuntos N, Z y Q, o sea los números naturales, enteros y ra- 
cionales, se denota respectivamente Por ‚л y y. 

Si ¢ es el tipo ordinal de un conjunto ordenado A, entonces ¿* denotará el tipo de orden de A con 
el orden inverso. 


Ejemplo 9-1: El tipo ordinal de Е = (2, 4, 6, ...] es о porque Е es isomorfo a N. 
Ejemplo 9.2: Nótese que N = 11. 2. 3. | en el orden natural no es isomorfo а № en el orden inverso; 


asi que w + w*. Pero Z = |.... —2. —1, 0, 1. 2. ... j en el orden natural es isomorfo а 
Z en el orden inverso. Por tanto, л = z*. 
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Problemas resueltos 


CONJUNTOS ORDENADOS Y SUBCONJUNTOS 


La relación en N, los números naturales, definida por «x divide a у» es un orden parcial. 
(1) Insertar el simbolo correcto, <, > o || (no comparable), entre cada par de números: 


(a) 2 8, (b) 18—24, (с) 9 3, (9) 5 15 


(2) Decir si cada uno de los siguientes subconjuntos de N es totalmente ordenado 
(a) (24,2,6), (b) (3,15,5), (с) (15,5,30), (d) (2,8,32,4), (е) (112,3, ...), (f) (7) 
Solución: 


(1) (a) Porque 2 divide a 8, 2 es anterior a 8, o sea 2 < 8. 
(b) 18 no divide a 24, y 24 no divide a 18; asi, 18 || 24 
(e) Como 9 es divisible рог 3, 9 > 3. 
(d) Como 5 divide a 15, 5< 15, 


(2) (a) Puesto que 2 divide a 6, el cual divide a 24, el conjunto es totalmente ordenado 
(b) Como 3 y 5 no son comparables, el conjunto no es totalmente ordenado. 
(c) El conjunto es totalmente ordenado porque 5 divide a 15, el cual divide a 30. 
(d) El conjunto es totalmente ordenado porque 2 < 4 < 8 < 32. 
(е) El conjunto no es totalmente ordenado, pues 2 y 3 no son comparables. 
(/) Cualquier conjunto formado por un solo elemento es totalmente ordenado. 


Sca V = fa, b, c. d, e}, ordenado por el siguiente diagrama: 
a 
2 A 
d e d 
(1) Insertar el simbolo correcto, <, > o || (no comparables), entre cada par de elementos: 


(a) ае, (Б) Ье, (с) d-——a, (d) са 


(2) Construir un diagrama de los elementos de / que defina el orden inverso. 
Solución: 
(1) (a) Como hay un «camino» de e a c а a, e es anterior a a: por tanto, а > e. 

(b) No habiendo camino de b a c. o viceversa, b | c. 


(c) Hay un camino de d a b a a; luego d < a. " 
(d) Ni d « c ni c < d; entonces c | d. * 


(2) El orden inverso se encuentra invirtiendo el diagrama original y poniendo las flechas en sentido contrario, asi: 


мым. 
SÍ 


Ordénense los números naturales, N, como sigue. Cada par de elementos а, a', £ N se pueden es- 
cribir de manera unívoca así: 

a = 2028 +1), а = 2" (28 + 1) 
donde r, r', s, 5' Е (0, 1, 2, 3, ...). Sea 


a<a'sir<rosir=r' peros <s 
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Insertar el simbolo correcto. < o >. entre cada par de números siguientes: 


(a) 5 14, (596 .9, (03 20, (d) 14. .21 


Solución: 


Los elementos de X se pueden escribir como wie 


Y entonces un número de una fila superior es 


terior à un número de una lila inferior y. м dos números están 
en la misma fila, el de la izquierda precede o es anterior al número de la der 


4. En consecuencia 


(а) 5<14, (b 629, (c) 3«20, (d) 147 21 


4. Sea N х N en orden lexicográfico. Insertar el símbolo correcto. < о >. entre cada par de clemen- 
tos de N x N que aparecen a continuación: 


(а) (5,78) (7,1), (b) (4,6). (4,2), (с) (5,5. (423 (d) (1,3) —(1,2) 


Solución: 
Obsérvese que. de acuerdo con el orden lexicográfico. 
ta, b) la. P) saca o sia-d рео р < № 


(и) (5. 78) < (7, D). pues 5 < 7. 
(^) (4, 6) > (4, 2), pues 4 = 4 pero 6 > 2. 
te) (5. 5) > (4. 23), pues 5 > 4 
idì) (l. 3) o 41. 2), pues I = 1 pero А > 2 


5. Sca 4 = (N. =), el conjunto de los números naturales en el orden natural, y sea В = (N, >), el 
mismo conjunto en el orden inverso. Además, denótese con A x В cl orden lexicográfico de N x М 
según el orden de 4 y de B. Insertar el símbolo correcto, < o >, entre cada par de elementos de 
N x N que aparecen en seguida: 

(а) (3,8) — (1,1), (b) (72,1) (2,8), (е) (3,3) (3,1), (d) (4,9) — (7,15) 
Solución 


1 А my Jasa 
Se aplica la regla: (a. b1 < da. Куч ausa Fen bed 


(ad (3. N) m LL 11. pues 3 > 1: es decir, 3 1. según el orden de 4 
b) (2. 1) (28). pues 2 = 2 pero I < К: es decir. 1 > 8. según el orden de B. 
ic) B. 3). 1), pues 3 = 3 pero 3 > 1: es decir. 3 < 1. según el orden de B. 


из (4, 9) = (7, 15), pues 4 < 7: es decir. 4 < 7. según el orden de 4 


6. Sea Y la familia de los subconjuntos 4 de los números naturales N, donde А tiene las siguientes 
características: A es finito y el máximo común divisor de los elementos de А es' 1 


(1) Establecer si los siguientes subconjuntos de N pertenecen o no a «X: 


(а) (2,3, 8) (c) (2,5) (e) (4, 6,8) 
(b) (2,3,5,8) td) (2;3,4,5, ...] (f) (2,3) 
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(2) Ordenado .Y por inclusión de conjuntos. es decir, por ¥ $ Y si YC Y. sca 4 la subfamilia 
de «Z que contiene los conjuntos en (1) que pertenecen a /. Construir un diagrama de 4 

Solución: 

(1) El máximo común divisor de ¡4, 6. 8} es 2. y el conjunto 12. 3, 4. 5... по es finito. asi que estos 
dos conjuntos no pertenecen a «Y. Todos los otros sí pertenecen а Y y. por tanto. a 4 

(2) Un diagrama de # es como sigue: 


E ss 3, 5. 8} n 
{2, 3, 8} (2, 5) 
(2,3) 


7. Sea A = la. b, cj ordenado como sigue: А 
а 
Р P i М 
Sea .Y la familia de todos los subconjuntos no vacios de A totalmente ordenados, y supóngase ./ 
parcialmente ordenada por inclusión de conjuntos. Construir un diagrama de Y 
Solución: 
П 


Los subconjuntos de А totalmente ordenados son: ja). 11. 1c]. fa. Бу. а, с. Asi que un diagrama de «Y 
será asi: 


(a, b} ба, с) 


ulla o N 


Gy. {а} 


8. Sea B = |1, 2, 3, 4, 5) ordenado como sigue: 
y^ 
є ` 
РА 5 


Sea 4 la familia de todos los subconjuntos de B:totalmente ordenados que contienen 2 о más ele- 
mentos, y supóngase parcialmente ordenada por inclusión. Construir un diagrama de 4. 
Solución: 

Los elementos de 4 son: (1, 2. 4}, 11. 2, 5]. 11. 3. 5}. (1. 21. 11.4). (2,4). 11. 51. 
tanto, el diagrama de 4 es como sigue: * 


te) 


(1,2,4) (1,2,5) (1,3, 5) 


шй zac us ege do San 


MINIMAL, MAXIMAL, PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 


9. Sca A = (2, 3, 4, 5. . . .} ordenado por «x divide a y». (1) Hallar todos los elementos minimales. 

(2) Hallar todos los elementos maximales. 

Solución: 

(1) Si p es un número primo, entonces p divide a p solamente (porque 1 £ A): por tanto, todos lus números pri- 
mos son elementos minimales. Si a є A no es primo, hay entonces un número be A tal que b divide a a, о 
sea que b X a, y b + а. Por consiguiente, los únicos elementos minimales son los números primos. 

(2) No hay elementos maximales, porque para todo a & A, a divide a 2a, por ejemplo. 
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10. Sea B = |1, 2, 3, 4, 5) ordenado como sigue: 


„м, 
ZNZ 


(1) Hallar todos los elementos minimales. (2) Hallar todos los elementos maximales. (3) ¿Tiene 
B un primer elemento? (4) ¿Tiene В un último elemento? 

Solución: 

(1) Ningün elemento es estrictamente anterior а 4 ò 5: con que 4 y 5 son elementos minimales 

(2) El único elemento maximal cs 1. 

(3) No hay primer elemento; 5 no es primer elemento porque $ no es anterior a 4. 

(4) El número | es yn último elemento porque es posterior a lodo elemento de 8 


1I. Demostrar que si a y ^ son elementos minimales de un conjunto A totalmente ordenado. enton- 
ces a = В, 
Solución: 
Los dementos u y ^ son comparables puesto que A es totalmente ordenado; asi que a В o b <a. Como 
b es un elemepto minimal. a < b implica a = b, y como a es un elemento minimal, b 3 a implica b = а. En 
todo caso а = b. 


12. Sea B = |2. 3, 4, 5, 6. 8, 9, 10] ordenado por «x es múltiplo de y». (1) Hallar todos los elementos 
maximales de B. (2) Hallar todos los elementos minimales de B. (3) ¿Tiene B un primero o un úl- 
timo elemento? 

Solución: 
Constrüyase primero un diagrama de B como sigue: 


POSTS 
| 
8 


(1) Los elementos maximales son 3, 2 y 5. (2) Los elementos minimales son 9, 6, 8 y 10. (3) No hay prime- 


ro ni último elemento A 


MAYORANTES Y MINORANTES 
13. Sea W = 


(2, ..., 7, 8} ordenado asi: 


Considérese el subconjunto Y = {4, 5, 6} de W. (1) Hallar el conjunto de mayorantes de V. 

(2) Hallar el conjunto de minorantes de V. (3) ¿Existe el sup (V)? (4) ¿Existe el inf (V)? 

Solución: 

(1) Cada uno de los elementos de |1, 2, 3}, y solo éstos, es posterior a todo elemento de V у, por tanto, 
es mayorante. 
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14. 


15. 


17. 


(2)' Solo 6 y 8 son anteriores a todo elemento de И; por tanto, (6, 8} es el conjunto de fos minorantes. Nóte- 
se que 7 no es un minorante porque 7 no es anterior a 4 ni a 6. 


13) Como 3 es un primer elemento en el conjunto de los mayorantes de V, supl) = 3. Nótese que 3 no per- 
tenece a V. 

(4) Como 6 es un último elemento del conjunto de los minorantes de Y. ИМ} = 6. Nótese aquí que 6 per- 
tenece а V. 


Sea D = |l. 2, 3, 4, 5, 6j ordenado como sigue: 


| w 
IN gar | lio ) 


Considérese el subconjunto Е = (2, 3, 4j de D. (1) Hallar el conjunto de mayorantes de Е. 

(2) Hallar el conjunto de minorantes de E. (3) ¿Existe sup (E)? (4) ¿Existe inf (E)? 

Solución: 

(l) Ly 2, y ningún otro elemento, son posteriores а todo número de E; luego (1, 2| es el conjunto de 
mayorantes de £. 

(2) 5 y 6, y solo estos números, son anteriores a todo número de E; luego [6, 5) es el conjunto de mi- 
norantes de E. Ы 

(3) Como 2 es un primer elemento en |l, 2}, el conjunto de mayorantes de Е, entonces sup(£) = 2. 

(4) Como {5, 6j, el conjunto de minorantes de E, carece de último eleménto, no existe inf(E). 


P4 
/ 


Sean Q, el conjunto de los números racionales, y su subconjunto А = {x | xe Q, x? < 3). 

(1) ¿A es mayorado, es decir, tiene A un mayorante? 

(2) ¿A es minorado. es decir, tiene 4 un minorante? 

(3) ¿Existe sup (4)? 

(4) ¿Existe inf (4)? 

Solución: 

tl) A es mayorado porque, por ejemplo, 50 es un mayorante. 

(2) No hay minorantes de А; luego A no cs minorado. 

(3) Supi4) no lo hay. Considerando A como un subconjunto de A. los números reales, entonces J/3 sería 
el extremo superior de 4; pero como subconjunto de Q, no existe sup(A). 

(4) Tampoco hay inf(4) puesto que el conjunto de minorantes es vacío. 


Sea «Y una familia de conjuntos parcialmente ordenada por inclusión, y sea 2 = [4,),,, un sub- 

conjunto de „27. 

(1) Demostrar que si B e »X es un mayorante de 4, entonces (U;,, Aj) С B. 

(2) ¿Es Ui., A; un mayorante de 2? * 

Solución: 

(1) Sea x un elemento de (Л, 4, Entonces existe un А, con je /, tal que хе 4). Como B es ип mayorante, 
A, D В; luego x pertenece а B. Como x e Uy, rA; implica x £ B, entonces (Ui, 141) C B. 

(2) Aun siendo [4,j,, , una subfamilia de 57, puede suceder que la unión U; , 4, no sea clemento de „97. Por 
tanto. U,, A, es un mayorante de 4 si, y solamente si, (J;, ,4, pertenece a Y. 


Sea N, los números naturales, ordenado por «x divide a y», y sea A = {a}, аз. ....а,„} un sub- 
conjunto finito de N. (1) ¿Existe inf (4)? (2) ¿Existe sup (4)? 

Solución: 

(1) El máximo común divisor de los elementos de A es inf(A) y existe siempre. 

(2) El mínimo común múltiplo de los elementos de A es sup(A) y existe siempre. 
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CONJUNTOS ISOMORFOS 


18. Dar un ejemplo de un conjunto ordenado X = (4, @} isomorfo al Y = (4, 6t 'J, el conjunto 
А con el orden inverso. 
Solución: 


El conjunto de los números racionales Q, con el orden natural, es isomorfo а 0 con el orden inverso. En 
efecto, la función f: 0 > Q definida por f(x) = — х es un isomorfismo porque para reales cualesquiera 


x <y si, y solamente si, —x=-—y 


Como segundo ejemplo, sea el conjunto W = la. b, c, d, e, f} ordenado como sigue: 
A b 
e 
d 
ES 


El diagrama siguiente, obtenido invirtiendo el diagrama original y las flechas, define el orden inverso: 
N ў 
а 


! 
EN, 


Nótese que los dos diagramas son semejantes. La función 


f = (а, е), (b, f), (c, d), (d, с), (е, а), (f, b)} 


es un isomorfismo. 


* 
19. Sea 4 un conjunto ordenado y, para todo elemento a £ А, sea S(a) el conjunto de los elementos 
anteriores a a; es decir, que 


5а) = (x|reA,r<a) 


Sea, además, «Y = |S(a)],, 4. la familia de todos los conjuntos 5(а), ordenada parcialmente por 
inclusión. Demostrar que А es isomorfo a Y. 
Solución: 

Hay que demostrar que la función /': 4 — . definida por f: x — S(x) es un isomorfismo. Si a < b. enton- 
ces x za implica x < b; por tanto, а < b implica Sía) C S(b). Así si Sa) C S(b), entonces a £ Sla) pertene- 
ce también a S(b); luego Sta) C S(b) implica а < b. De modo que f preserva el orden. 

Por definición, f es sobreyectiva. Demostremos que también es inyectiva. Si a + b, entonces o bien a < b, 
o b < a o a y h по son comparables. En el primero y último casos, b € S(b) no pertenece a Sía). En el segundo 
caso, a £ Sa) no pertenece а S(b). Asi, pues. en todos los casos, Sa) + S(b). Por consiguiente, / es inyectiva. 

Y se tiene entonces, que f es un isomorfismo. 

Por ejemplo, considérese el conjunto А = [a, b, c. d. e} ordenado así 


v 
РА ES 
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Obsérvese que f = {Sla}, S(b), Sle). Sid), Ste); está ordenado como sigue 
fa, c, d, e) ib, e d, e) 


le, d, e) 


ta) te) 


Y, además, que los dos. diagramas son semejantes. 


Problemas propuestos 


CONJUNTOS ORDENADOS Y SUBCONJUNTOS 


20. La relación en N, los números naturales, definida por «x es múltiplo de y» es un orden parcial 
(1) Insertar cl símbolo correcto, <, >. о || (no comparables) entre cada par de números. 


(а) 3.7, (2 8, ()6 .1,  (d3. .33 


(2) Decir si los siguientes subconjuntos de N están o no totalmente ordenados: 


(a) (8, 2, 24) (с) (5,1,9) (е) (2, 4, 6, В,...) 
(0) (5) (d) (2, 4, 8, 24) (Y) (15, 3, 9) 


4, 5, 6) ordenado como sigue: 
1 2 
S 
E | 5 
| 


Insertar el simbolo correcto, <, >, o || (no comparables) entre cada par de elementos. 
()1— 6 (4. 5, ()5 1, (42 
(2) Construir un diagrama de los elementos de W que defina el orden inverso. 
(3) Hallar todos los subconjuntos de W totalmente ordenados, y que contenga cada uno al menos tres elementos. 


(4) Hallar todos los subconjuntos de W totalmente ordenados en el orden inverso, y que contenga cada uno 
al menos tres elementos. 


21. Sca 


22. Sea А = (№, =) los números naturales con el orden natural, sea B = (N, =) los números naturales con el orden 


inverso y sea А х B, en orden lexicográfico. Insertar el simbolo correcto, < o >, entre cada par de los siguien- 
tes elementos de 4 x B. 


(a) (1,3) — (1,5), (b) (4,1)_— (2,18), (с) (4,30) (4,4, (d) (2,2) (15,15) 


23. Sca D=(1, 2, 3, 4) ordenado como sigue: 
1 2 
NZ 
4 


Sea 4 la familia de todos los subconjuntos no vacíos de D totalmente ordenadas por inclusión. Construir un dia- 
grama de d. 
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MINIMAL, MAXIMAL, PRIMERO Y ULTIMO ELEMENTOS 
24. Seu B= ja, h, с, d. e, f) ordenado asi 


а. 
OS 
ES мыл 
d "Xd 
(1) (а) Hallar todos los elementos minimales de B. le) ¿Tiene B un primer elemento? 
(b) Hallar todos los elementos maximales de B. (d) ¿Tiene B un último elemento? 
(2) Sea 4 la familia de todos los subconjuntos no vacios totalmente ordenados, y supóngase 4 ordenada por 
inclusión. 
(a) Hallar todos los elementos maximales de 4. (c) ¿Tiene # un primer elemento? 
(^) Hallar todos los elementos minimales de 4. (d) ¿Tiene 4 un último elemento” 
25. Sea M = 12, 3, 4, ...| y supóngase M x M ordenado como sigue: 


(a, h) X (c. d) si a divide a c y si & es menor o igual que d 
(1) Encontrar todos los elementos minimales. (2) Encontrar todos los elementos maximales. 


26. Sea M = |2. 3, 4. .. . | ordenado por «x divide a y». Por otra parte, sea . la familia de todos los subconjun- 
tos no vacíos totalmente ordenados de M, estando ./ parcialmente ordenada por inclusión. (1) Hallar todos los 
elementos minimales de W. (2) Hallar todos los elementos maximales de .4. 


27. Establecer la verdad o falsedad de las siguientes aserciones, y en caso de falsa dar un contra- ejemplo: 


(1) Si un conjunto parcialmente ordenado 4 (іепе. 5010 un elemento maximal a. entonces « es también un úl- 
timo elemento. 

(2) Si un conjunto finito A parcialmente ordenado tiene solo un elemento maximal a. entonces a es también 
un último elemento. . 

(3) Si un conjunto A totalmente ordenado tiene solamente un elemento maximal a, entonces а es también un 
último elemento. 


MAYORANTES Y MINORANTES 


28. Sea W=|1,2,..., 7, 8} ordenado como sigue: 


(1) Considerando el subconjunto А = 14, 5, 7] de W, 


(а) Hallar el conjunto de mayorantes de A. (c) ¿Existe sup(4)? 

(b) Hallar el conjunto de minorantes de A. (d) ¿Existe inf(A)? 
(2) Considerando el subconjunto В = [2. 3. 6] dc W, 

(a) Hallar el conjunto de mayorantes de B. (c) ¿Existe sup(B)” 

(b) Hallar el conjunto de minorantes de B. (d) ¿Existe inf(B)? 
(3) Considerando el subconjunto С = |1, 2, 4, 7] de W. 

(a) Hallar el conjunto de mayorantes de C. (c) ¿Existe хирс)? 

(b) Hallar el conjunto de minorantes de С. : (d) ¿Existe inf(C)? 


29. Sean Q, cl conjunto de los números racionales con el orden natural, y su subconjunto 4: 
ix|xeQ. 8 « x? < 15) 
11) ¿Es A mayorado? (2) ¿Es A minorado? (3) ¿Existe sup(A)? (4) ¿Existe inf(A)? 


CONJUNTOS ISOMORFOS 


30. Hallar el máximo número de conjuntos de tres elementos parcialmente ordenados. no isomorfos dos a des. y 
constrúyase un diagrama de cada uno. 


31. Demostrar el Teorema 10-2: La relación definida entre conjuntos por А = В es una relación de equivalencia. 


CAP. 10] 


2t. 


22. 


26. 


n. 


(3) 
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Respuestas а los problemas propuestos 


(a) 317, (b) 22-8, (c) 6X1, (d) 3>33 
(a) Si. (b) Si. (c) No, (d) Si. (c) No, (f) No 


(a) 1>6, (b) 4/5, (c) 571, (d) 4X2 
6. 
4 I» 
N | 
4 M 


(1,3,4), {1,3,6}, {2,3,4}, 12,3, 6), 12,5, 61 


Los mismos conjuntos que en (3). 
(a) (1,3) > (1,5), (b) (4,1) > (2,18), (с) (4,30) < (4,4), (d) (2,2) < (15,15) 


(а) ауу. (ba, (c) No, (d) Sí, a es un último elemento. 

(а) 1а. b, df, ja. b, e. f]. la. c. f]. 

(b) Los subconjuntos de un elemento: ja]. ibl. tel. idi. lel. 1/1 
(c) No, (d) No 


Cualquier par ordenado (р, 2). donde p es primo. es un clemento minimal. 
No hay elemento maximal. 


Cada subconjunto de un elemento es un elemento minimal. 
Cada conjunto de la forma (p,. P¡Pz, руруру.... |. donde p,. py. . . . es cualquier sucesión de primos, es 
un elemento maximal. 
Falsa. Considérese, por ejemplo. el conjunto [a. l. 2. 3. ... | ordenado como sigue 
+ 4^ 
3 ай 
a 2 e 
Ni 


Nótese que el subconjunto (1, 2, 3, } tiene el orden natural. Entonces a es un elemento maximal. el único, 
pero no es un ültimo elemento. 
Cierta. (3) Cierta. En efecto, un conjunto totalmente ordenado puede tener a lo más un elemento maximal 


que serà siempre un ültimo elemento. 


(a) {1,2,3}, (b) {8} (с) sup(4) = 3. (d) іп = 8 
(а) {2} (Р) (6. 81. (c) sup(B) = 2. (d) infiB) = 6 
(а) Ø. No hay mayorantes. (b) (8). (c) No. (d) inf(C) = 8. 


Si, (2) Sí, (3) No, (4) infí4) = 2 


30. Hay cinco maneras no isomorfas de ordenar tres elementos, o sea de ordenar un conjunto А = (a. h, c]: 


Ea dé OE l3 
pde o5 O. un 


q (2 (3) (4) (5) 


Capítulo 11 


Conjuntos bien ordenados. Números ordinales 


CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 

No todo conjunto ordenado, ni aun totalmente ordenado. tiene un primer elemento. Una de las 
propiedades fundamentales de N. el conjunto de los números naturales con el orden natural. es que 
М y cada subconjunto de N tiene un primer elemento. Un conjunto ordenado se dive bien ordenado si 
liene esta propiedad. Asi, pues, а 
Definición 11-1: Sea А un conjunto ordenado (al que cada subconjunto de 4 tiene un primer cle- 

mento. А se dice entonces conjunto bien ordenado. 

En particular, todo conjunto 4 bien ordenado es totalmente ordenado. Pues si u. he 4. e] subecon- 
junto (a, h} de A tiene un primer elemento. que, por tanto. debe ser anterior al otro. y entonces dos ele- 
mentos cualesquiera de A son comparables. 

Los siguientes teoremas resultan directamente de la anterior definición. 

Teorema 11-1-1: Todo subconjunto de un conjunto bien ordenado es bien ordenado. 


Teorema 11-1-2: Si A es bien ordenado y B es isomorfo a A, entonces B es bien ordenado. 


Ejemplo 1-1: Sean los subconjuntos ordenados 


A MA y AE A ol 


de М. que son tambien bien ordenados. Entonces la unión (ordenada de izquierda а derecha) 
АА =|1.3,5.-..:2.4,6,--.] 


es lambién bien ordenada. Este ejemplo muestra que es posible que un conjunto. tal como 
el N = A, U А, sea bien ordenado de más de una manera. 
El ejemplo anterior se puede generalizar como sigue: 

Teorema 11-2: Sea (4,);,, una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos 
а dos. Entonces la unión de los conjuntos LJ;,, 4; es bien ordenada. (El orden de la 
unión de una familia totalmente ordenada de conjuntos totalmente ordenados está 
definido en el Ejemplo 2-4 del Capítulo 10.) 


Ejemplo 1-2: Sea V= 101. az 4,) un conjunto finito cualquiera totalmente ordenado. Se puede en- 


tonces escribir ar 
Er сок» а, 


donde los ny son los elementos originales reordenados según el orden. Se ус que V es bien 
ordenado. Nótese. además, que cualquier conjunto totalmente ordenado de n clementos 
"es isomorfo al ! 


A la vista del Ejemplo 1-2 se establece el 
Teorema 11-3: Todos los conjuntos finitos totalmente ordenados que tienen el mismo número de 
elementos son bien ordenados y son isomorfos entre sí. 


INDUCCION 'fRANSFINITA 
Es bien conocido el 


Principio de inducción matemática 
Dado un subconjunto S de №. los números naturales, tal que 


(1) IES 
(2) neS implica n:+ 1e S. 


resulta ser S el conjunto de los números naturales (es decir, $ =N). 
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Este principio es uno de los axiomas de Peano para los números naturales. pero se le puede de- 
mostrar como consecuencia de ser N bien ordenado. Y de hecho, para todo conjunto bien ordenado 
es válido un principio análogo. 


Principio de inducción transfinita 
Dado un subconj'into S de un conjunto bien ordenado А tal que 


(1) aeS 
(2) sta) С S implica a € S. 


entonces S — 4. 
Aquí es ay el primer elemento de А y sa). llamado sección inicial de a. se define como el conjunto 
de elementos de A estrictamente anteriores a a. 


ELEMENTOS LIMITE 


Un elemento ^ de un conjunto ordenado A se llama siguiente de un elemento a £ 4. y el a se Пата 
precedente del b. si а < b y no existe ningún elemento ce A tal que 


a<c<b 


Ejemplo 2-1: Sea 4 = ja. h, c. d. ej ordenado como sigue: 
a 
27 T » 
d e 
Entonces Б es siguiente tanto de d como de v, y e es precedente tanto de ^ como de c. 
Ejemplo 2-2: Sea el conjunto Q de los números racionales. Ningún elemento de Q tiene siguiente ni pre- 
cedente. Pues si a, be Q. con о < b. por ejemplo, entonces (a + h2€ Q y 


a < (а + hi2 <b 


Ejemplo 2-3: Sea A un conjunto bien ordenado y sea Mía) el conjunto de los elementos estrictamente su- 
periores a a А. Si Mla) + Ø. es decir, si a no es un último elemento, entonces M(a) tiene 
un primer elemento 5 que es el siguiente de a. 


El Ejemplo 2-3 sugiere el 


Teorema 11-4: Todo elemento de un conjunto bien ordenado tiene ий siguiente, ¡Siento el último 
elemento. А Е 


No vale, en cambio, proposición análoga al Teorema 11-4 en cuanto а los precedentes; pues exis- 
ten elementos bien ordenados en los cuales hay elementos. distintos del primero, que carecen de ele- 
mento precedente. 


Ejemplo 2-4: Sean D = [1, 3. 5,... -y E = (2, 4. 6. ... |. Entonces en el conjunto bien ordenado 
1D: Е} 424.6...) 


se ve que ni | ni 2 tienen precedente. 


Observación 11-1: Aquí y en lo que sigue, (D; E] denota el conjunto D U E ordenado de izquierda 
a derecha, esto es, que todo elemento de D es anterior a todo elemento de E y que 
entre los elementos de cada conjunto se guarda el mismo orden. 


A la vista del ejemplo anterior, se hace la 
Defini 


n 11-2: ` $e llama elemento limite en un conjunto bien ordenado, un elemento distinto del 
-„рїйпего y que no tiene precedente. 
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SECCION INICIAL 


Sea A un conjunto bien ordenado. La sección inicial s(a) de un elemento a £ А es el conjunto de 
todos jos elementos de A estrictamente superiores a a. Es decir, 


sia) = [x|xeA,x<aj) 
Es claro que s(a) es un subconjunto de A. 
Ejemplo 3-1: Sean D = (1, 3, 5. ... 1 y E = (2. 4. 6, ... ]. Sea el conjunto bien ordenado 


(D; Ej = (1,3,5, 2,4,6, ...} 
Entonces s(1) = Ø, s(5) = (1,3), s(2, = (1,3,5,...], у 88) = (1, 


En el teorema siguiente se enuncia una propiedad fundamental de las secciones iniciales. 


Teorema 11-5: Sea S(4) la familia de todas las secciones iniciales de elementos de un conjunto bien 
ordenado А, y supóngase S(A) ordenado por inclusión. 4 es entonces isomorfo a 
S(4), y en particular, la función f: A — S(A) definida por /: x — s(x) es un isomor- 
fismo de A en S(A). 


ISOMORFISMO ENTRE UN CONJUNTO BIEN ORDENADO Y SUS SUBCONJUNTOS 


Sean los números naturales N y el subconjunto E = (2,4, 6, . . .} de М. La función f: N > E de- 
finida por f(x) = 2x es un isomorfismo de № еп зи subconjunto E. Nótese que, рага todo хє N, 


x zc fo 
propiedad que es cierta en general. 


Teorema 11-6: Sea A un conjunto bien ordenado, sea B un subconjunto de 4 y sea la función 
f: A — В un isomorfismo de А en B. Entonces, para todo ак 4. 


a X fla) 


Las importantes propiedades que siguen de los conjuntos bien ordenados son consecuencia del 
leorema anterior. 


Teorema 11-7: Si dos conjuntos bien ordenados A y B son isomorfos, existe un único isomorfismo 
de A en B. 


Teorema 11-8: Un conjunto bien ordenado no puede ser isomorfo a una de sus secciones iniciales. 


COMPARACION DE CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 


El teorema siguiente establece una importante relación entre dos conjuntos bien ordenados cua- 
lesquiera : 
Teorema 11-9: Dados dos conjuntos bien ordenados А y B, o bien son isomorfos entre si o bien uno 
de ellos es isomorfo a una sección inicial del otro. 
Si un conjunto bien ordenado А es equivalente a una sección inicial de un conjunto bien ordena- 
do B, se dice que A es más corto que B o que B es más largo que A. Con estas definiciones, el 
Teorema 11-9 se puede enunciar en esta nueva forma: 


Teorema 11-9': Sean a A y B bien ordenados; entonces А es más corto que B, А es isomorfo a B o 
A es más largo que B. 
Este teorema se puede reforzar como sigue: 


Teorema 11-10: Si „7 es una familia de conjuntos bien ordenados no isomorfos dos a dos, existe un 
conjunto А e 4 que es más corto que cualquier otro conjunto de f. 


Ejemplo 4-1: Sean los dos conjuntos finitos bien ordenados: 
А = (а, ...,а,) y B=b,..... bm) 
Si n < m, A es isomorfo al segmento inicial {Ь,,.... bm} de B; sería entonces А más corto 
que B. Del mismo modo, si n > m sería A más largo que B. 
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.| es más corto que el conjunto bien ordenado 


Ejemplo 4-2: Obsérvese que N = 11. 
MAS 14,6... 


puesto que es isomorfo a la sección inicial J1. 3 5. 


NUMEROS ORDINALES 


Recordando otra vez que, según el Teorema 10-2, la relación definida entre conjuntos ordena- 
dos por 4-2B 


o isomorfismo de conjuntos, es una relación de equivalencia: y que por el teorema fundamental sobre 
ciones de equivalencia todos los conjuntos ordenados, y en particular los bien ordenados, quedan 
repartidos en clases disjuntas de conjuhitos isomorfos, se tiene entonces la 


Definición 11-3: Dado un conjunto bien ordenado A. la familia А de los conjuntos bien ordenados 
isomorfos а 4 se Пата número ordinal de A y se escribe 


à = ord (A) 
Definición 11-4: El número ordinal de cada uno de los conjuntos bien ordenados 
DA 2 1,2,3},.. 


se denota por 0, 1. 2, 3... ., respectivamente, y se dice número ordinal finito. Todos 
los demás ordinales s aman números transfinitos 


Definición 11-5: El número ordinal de los números naturales se denota por 
w = ord (N) 


Observación 11-2: Si bien se emplean los mismos símbolos 0, 1, 2, 3, . . . para denotar números natu- 
rales, números cardinales, y ahora números ordinales. el significado particular 
que tengan tales símbolos lo indicará el contexto en que aparezcan. Por otra par- 
te, como, según el Teorema 11-3, dos conjuntos finitos bien ordenados de) mismo 
número de elementos son isomorfos, 0, 1, 2, |.. son los únicos números ordinales 
finitos. 

Dada la definición de tipo ordinal de un conjunto totalmente ordenado, vista en el capítulo an- 
terior, la Definición 11-3 se puede enunciar en esta nueva forma: 


Definición 11-3: Si A es el tipo ordinal de un conjunto ordenado A, y si A es bien ordenado, À se llama 
número ordinal. 


DESIGUALDADES Y NUMEROS ORDINALES 
Puede definirse como sigue una relación de desigualdad entre números ordinales: 


Definición 11-6: 


A y и son dos números ordinales. y si 4 y В son dos conjuntos bien ordenados ta- 
les que ъ= ог (4) y u=ord(B) 


es 


«pn 


si А es isomorfo а una sección inicial de В. 
O sea que con A = ord (4) ун = ord (B). 


A <p з А сз más corto que B 
=н si А es isomorfo a В 
og si А es más largo que В 
=н sih<upol=p 
=н sih>uodk=pu 
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Ejemplo 5-1: Sean los dos conjuntos finitos bien ordenados 


A= jan an.. а) y B=4bi..... bm) 
ordenados de izquierda a derecha. Si n <m, entonces A es isomorfo a la sección inicial 
[b,. ..., b] de B. Con lo que ord(4) = ord(B). 


Esto es, que si n = m como números ordinales, si, y solamente si, п = m como nüme- 
ros naturales, De modo que la relación de desigualdad entre números ordinales es una gene- 
ralización de la relación de desigualdad en el conjunto de los números naturales. 


Ejemplo 5-2: Sea А =ord((1,3,5,...:2,4,6,... |). Como M, los números naturales, es isomorfo a la 
sección inicial {1, 3, 5, ...], 


а <А 


El teorema que sigue es una consecuencia directa del Teorema 11-9 y de Іа definición anterior. 


Teorema 11-11: Todo conjunto de números ordinales queda totalmente ordenado por la relación 
ъ= р. 
А la vista del Teorema 11-10, el teorema anterior se puede reforzar asi: 
Teorema 11-12: Todo conjunto de números ordinales es bien ordenado por la relación А = д. 


Sean ahora X un número ordinal y s(4) el conjunto de números ordinales menores que А. Según 
el teorema anterior, 5(А) es bien ordenado y, por tanto, ord (s(2.)) existe. ¿Qué relación habrá entre А 
y ord (s(2))? El teorema que sigue responde a esta pregunta. 


Teorema 11-13: Si s(.) es el conjunto de ordinales menores que el ordinal А, es А = ord (5(А.)). 


Observación 11-3: Como los números ordinales son bien ordenados, todo ordinal tiene un siguien- 
te. Algunos ordinales no nulos, como, por ejemplo, w, no tienen precedente; 
tales números se llaman números ordinales limite о simplemente números 
limite. 


ADICION ORDINAL 
Para los ordinales se define una operación de adición como sigue: 


Definición 11-7; San A y и números ordinales tales que X = ord (4) y и = ord (B), siendo 4 y B 
disjuntos. Entonces 


2 + и = ord ((4; B)) 
Ejemplo 6-1: Nótese que con w = ord({1, 


Пуп = ord([a, .... а,}) se tiene 


nto = ord((a,. 
Pero otn = ord((12, 


ya que М es equivalente a S(a,). la: sección 
Así, pues, por el Ejemplo 6-1, se ve que la operación de adición de nümeros ordinales no es con- 
mutativa. Pero sí se verifica que: 
Teorema 11-14: (1) La adición de nümeros ordinales es asociativa: 
Octa) aq = А+ (0+) 
(2) Elordinal 0 es un elemento aditivo neutro: 
0+A = А+0 = A 


Ejemplo 6-2: Еп este ejemplo se denotarán los ordinales finitos рог 
0", 1*, 2*, ... 
Sean ahora dos conjuntos finitos disjuntos bien ordenados 
4A-la..... a) y B=(b,.... bd 
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Entonces . 
п? + т ord (A) 4 ord (B) ord((A; Bj) = (nm) 


Asi que la operación de adición de ordinales finitos corresponde а la operación de adición 
de números naturales 


Recuérdese otra vez que el conjunto de los números ordinales es él mismo un conjunto bien orde- 
nado, así que cada ordinal tiene un siguiente. Para los ordinales finitos, o sea para los números natura- 
les, se ve claramente que n + 1 es el siguiente de л. El teorema que sigue establece la certeza general 
de esta propiedad 


Teorema 11-15: Si es un número ordinal, à + 1 es el siguiente de X. 


La adición de números reales, y, por tanto, la de los números naturales, es una operación binaria 
que se puede generalizar por inducción a una suma 


Qo oda o ка 
finita de sumandos reales. La suma de un número infinito de números reales, como, por ejemplo, 

1+2+8 +4 

1+14+4+J+ 


carece de significado (а menos que se introduzcan los conceptos sobre límites). Y, en cambio, si es po- 
sible definir la suma de un número infinito de números ordinales como sigue: 
Sea |A,],,, un conjunto bien ordenado, finito o infinito. de números ordinales. Es decir, / es un 


ut 
conjunto bien ordenado y a cada ¿e / corresponde un número ordinal А,. Y sea 


Ai ord (А) 


Entonces la familia de conjuntos (4, x [¿)!,,, es una familia bien ordenada de conjuntos bien orde- 


nados disjuntos dos a dos. Por el Teorema 11-2 
U, (А, х Gy 
es un conjunto bien ordenado. Por consiguiente, queda establecido que 


Definición 11-8: Sea [2,;,,, un conjunto bien ordenado de números ordinales А, = ord (A,). En- 
tonces 


> 


Ejemplo 6-3: Según la anterior definición 1 + 1 + 1... = w. Más aún, para todo À, finito (y diferente 
de 0) se tiene 


= ord(U,,, (A, X (0))) 


ht»ta6t:: = Bany = é 


MULTIPLICACION ORDINAL 


Se define como sigue una operación de multiplicación para números ordinales 


Definición 11-9: 51 А y и son números ordinales tales que à = ord (4) y и = ord (B), entonces 
| àu = ord ([4 x B)) 


donde ¡A x Bj está ordenado en orden lexicográfico inverso. 
Nótese que {A x В| ordenado en orden lexicográfico inverso quiere decir que 


(а.а) < (b, b) si a <Б оа = Б pero a<b 


Observación 11-4: Si no se advierte otra cosa, el conjunto producto (4 x B} de dos conjuntos bien 
ordenados 4 y B ha de ponerse en orden lexicográfico inverso 
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Ejemplo 7-1: Teniendo en cuenta que 2 = ordí!a, b}) y que w = ordi! l. 2. 3,... 1). entonces 
LI 
2e = ога (а, 1), (b, 1), (0,2), (6,29, ..., (a m) (В, н), ...) = ы 


Pere 
w2 — ord(f(1,a) (2,9). ... : (1,5), (2.0...) > w 
pues que У es isomorfo a la sección inicial 101. а), Qa) | 


ción de números ordinales no es conmutativa, Sin em- 


Se ve, pues, que la operación de multiplic: 
bargo, sigue siendo válido que 


Teorema 11-16: (1) La multiplicación es asociativa: 
A) = (Ан) 
(21 La multiplicación es distributiva a la izquierda respecto de la adición 
Микат) = An An 
(3). El ordinal 1 es un elemento multiplicativo neutro: 


la=Al=A 


ESTRUCTURA DE LOS NUMEROS ORDINALES 


Escribiendo los números ordinales según su orden, primero vienen los ordinales finitos 


0,1,2,3, 


y luego èl primer ordinal límite «o y sus siguientes 


» bild acl, л 


Nótese (véase el Ejemplo 7-1) que ord (0.1.2. im w + lw 3 2...) 092. Así que en seguida 
vienen el segundo ordinal límite «2 y sus siguientes 


«2-1, 2+2, 2+ 3, 


El número limite que sigue es w3. Se prosigue asi: 


o9, 8 1, ..., 94 A ..., шо а 
siendo охо = e»? el número límite que sigue а los números límites ron, con n t М. Continuando: 


а, ы®+1,...,‚, ы e, P Fe 1, LL. a3 F2, ... o! Fu, Lou, ...‚ t Fu m 22 


Después 


«#2,..., A E до m v! 


Luego están las potencias de w: 


o, A 


Aqui c" es el número limite que sigue a los números limite c". con » & N. Prosiguiendo: 
uu, ira (995 (ll IR 
Después de todos estos ordinales se tiene el ordinal ey. Continuando: 
Suus 


Cada uno de los números ordinales que se han enumerado es. a su vez, el número ordinal de un con- 
junto enumerable 


CONSTRUCCION AUXILIAR DE LOS NUMEROS ORDINALES 
Recuérdese el 
"Teorema 11-13: Si sià) es el conjunto de números ordinales anteriores а А se liene 


А = ord (s(à)) 
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Algúnos autores utilizan esta propiedad de los números ordinales justamente como definición de 
dichos números. Dicho sencillamente: un número ordinal es el conjunto de los números ordinales que 
le preceden. Asi, pues, 

Definición: 0 Ø «t2 = (0,1,2,...,00+1) 

(0) ` 

(0, 1) K 
10, 1,2) 


(06,1,2,...1 
{0, 1,2, ..., є) 
Una de las principales razones para desarrollar los nümeros ordinales, como aquí aparece en esta 


definición, es el evitar ciertas contradicciones inherentes a la construcción de los nümeros ordinales, 
como se hizo en lo que precede (véase Capítulo 13). 


Problemas resueltos 


1. Demostrar el principio de inducción transfinita. Dado un subconjunto 5 de un conjunto bien or- 
denado A con las propiedades siguientes: (1) ay 5, (2) s(a) С S implica a & 5, se sigue que 5 = A. 
Solución: : 

Supóngase 5 + A о sea que А — S = T no es vacio. Como A es bien ordenado, T tiene un primer elemen- 
10 fy. Todo elemento x € s(/9) es anterior a fo y, por tanto, no puede pertenecer a 7, perteneciendo entonces a 5; 
asi que 5(1,) С S. Por (2), 1, £ S. Esto se contradice con lo de ser tọ c A — S. De modo que lg suposición del prin- 
cipio de que S + A no es cierta, o sea que 5 = A. (Obsérvese que en realidad (1) es consecuencia de (2) puesto 
que Ø = (а) es un subconjunto de $ y, por tanto, implica a, € S.) 


2. Demostrar el Teorema 11-5: Si S(A) es la familia de todas las secciones iniciales de elementos de 

un conjunto bien ordenado A, y S(A) está ordenado por inclusión, entonces 4 es isomorfo a S(A) 
y. en particular, la función f: — S(A) definida por f:x— s(x) es un isomorfismo de 
A en S(A). 
Solución: 

Por definición, f es sobreyectiva. Para demostrar que es inyectiva, supóngase que x + y; entonces uno de 
ellos, por ejemplo, x, es estrictaménte anterior al otro; asi, pues, x € s(y). Pero, por la definición de sección inicial, 
x £s(x). Así que s(x) # (у), y entonces f es inyectiva 

Para demostrar que f preserva el orden, o sea que 


X Xy sk y solo si, s(x) C. sy) 


supóngase x < у. Sia £ s(x), entonces a < x y, por tanto, a < y; con lo que a £ (у), Como a e six) implica a € (у), 
s(x) es un subconjunto de 5(у). Suponiendo ahora x % y. о sea que x > y, entonces y є s(x). Pero, por la defini- 
ción de sección inicial, y # s(y), y entonces s(x) С s(y). Es decir, x < y si, y solamente si, s(x) C (у), 


3. Demostrar el Teorema 11-6: Si A es un conjunto bien ordenado, B es un subconjunto de A y 
/: А — B es un isomorfismo de А en B, entonces, para todo a & A, a < fla). 
Solución: 
Sea D = {x | f(x) < х). Si D es vacio, el teorema es cierto. Si D + Ø, entonces, como А es bien ordenado, 
D tiene un primer elemento dy. Nótese que d, Е D implica fido) < dy. Como f es un isomorfismo, 


Sido) < do implica fífido)) < fido) 


En consecuencia, f(d,) también pertenece a D. Pero fido) < d, y fido) € D está en contradicción con lo de ser dy 
el primer elemento de D. Lo que significa que la suposición previa de que D + Ø lleva a una contradicción. Рог 
tanto, D es vacio y el teorema es cierto. 
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Demostrar el Teorema 11-7: Si A y B son conjuntos bien ordenados isomorfos, hay un isomorfismo 
único de A en B. А 
Solución: 

Sean /: 4 — Вук: A > B sendos isomortismos. Supóngase / + g. Hay entonces un elemento хє 4 tal que 
Ax) = yla) En consecuencia, o bien f(x) < giv), о bien g(x) X fix). Sea fix) < gix) 
Como y: 4 — B es un isomorfismo, g^! : B — A también lo es. Además, g ' f: А — A. producto de compo- 
sición de dos isomorfismos, es un isomorfismo. Pero 


fix) X gix) implica (g^! 0) < (6 gli = х 


Se tiene asi queg ' / es un isomorfismo y que (g ' Лх) < х. Lo cual contradice el Teorema 11-6. De manera 
que la suposición de que f + g lleva a una contradicción y no puede haber, pues, más que un único isomorfismo 
de 4 en B. 


Demostrar el Teorema 11-8: Un conjunto bien ordenado no puede ser isomorfo a una sección ini- 
cial suya. 

Solución: 

n 4 un conjunto bien ordenado y / : 4 — sla} un isomorfismo de A en una de sus secciones iniciales. En- 
tonces fla) e Ма), Por tanto, 


Na) <a 


lo que contradice el Teorema 11-6. 4 по puede ser, pues, isomorfo a una de sus secciones iniciales. 


Demostrar que si A es un conjunto bien ordenado y S es un subconjunto de 4 tal que 
aX by bes implica ae S 


entonces 5 = А o bien S es una sección inicial de A. 


Solución: 
Supóngase $ + A 
= sap), sea x < ay: entonces x £ 4 — $ 


A — S liene entonces un primer elemento a, y claro es que ay ё S. Para demostrar que 
es decir, xe 5; luego slao) С S. 


Supóngase ahora que y é (а), es decir, que ay < y. Pero 


reS y ao Xv implica ayes 


lo cual contradice el que ay £ S. Luego ye S. 
Es decir, v £ s(ag) implica y £.S, lo cual significa que S С slao). Por tanto. 5 = (а). 


Demostrar que dos secciones iniciales de un conjunto bien ordenado no pueden ser isomorfas. 
Solución: 
Sean sta) y (Б) dos secciones iniciales distintas, o sea que a + b. O bien a < Б, o bien b < a; sea u < b. En- 


tonces к(а) es una sección inicial del conjunto bien ordenado sí(^). Por consiguiente, según el Teorema 11-8, s(b) 
no es isomorfa a sta). 


Demostrar: Sean A y B bien ordenados, y sea la sección inicial s(a) de A isomorfa a una sección 
inicial de B. Entonces s(a) es isomorfa a una sección inicial única s(b) de B. 
Solución: 

Sean sta) = s(h) y sta) = s(5') con b. b' e B. Entonces s(b) = 5(5'). Por el Problema 7. s(b) = s(5'), y por tan- 
lo, b= b. 


Demostrar que si A y B son bien ordenados y tales que una sección inicial s(a) de A es isomorfa a 
una sección inicial s(^) de B, entonces toda sección inicial de s(a) es isomorfa a una sección inicial 
de s(b), es decir, 


a' X a implica s(a’) 5(b') donde b' X b 
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1. 


Y además que. si f': Ма) — s(^) es el isomorfismo de s(a) en м2). entonces la restricción de / a s(a') 
es el isomorfismo de sta) en (27) = fista). 
Solu 


Sea fla) = ho Notese que la restricción de f a sla’) es inyectiva y que preserva el orden. de modo que 
May m Hist 
Además. como f es un isomorfismo 


<a м. y solo si, Mati < b 


Asi que Jista) = Mb) y. por tanto, sa!) = МВ. 


Demostrar que si 4 y B son bien ordenados y 


S = [x [x& A. stx) = s(y) donde y e Bj 


[es decir. si cada elemento x e S es tal que su sección inicial s(x) es isomorfa a una sección inicial 
str) de B]. entonces 5 = А o bien S es una sección inicial de A. 
Solución: 
Sean ve S e v X x. Por el Problema 9, s(y) es isomorfa a una sección inicial de B; luego v & S. O sea que 
уху xeS implica veS 


Por el Problema 6, 5 = 4 o bien 5 es una sección inicial de A. 


Demostrar que si 4 y B son bien ordenados y 


S = (x | 2eA, s(x) = s(y) donde ye B) 
T = (y | veB, s(y) = s(x) donde re A) 


entonces S es isomorfo a 7. 
Solución: 

Sea v e S. Entonces. por el Problema 8, s(x) es isomorfa a una sección única s(1) de B. Asi, a cada x € 5 co- 
rresponde un único ve Y tal que s(x) = str) y viceversa. Por tanto, la función f: 5 — T definida por 


fix) = 


si six) = siy) 


es inyectiva y sobreyectiva " 
Sean ahora x’, xe S, f(x) = v. fiv) = v y y < x. El teorema queda demostrado si se prueba que y" < y, 
esto es, que f preserva el orden. 
Sea Ø : s(x) — str). El isomorfismo de s(x) en s(/(x)) = ху). Següri el Problema 9, Qj en su restricción a 
s(x’) es un isomorfismo de s(x') en la sección inicial s(Zi(x')) de В, Pero, por el Problema 8, solo hay un iso- 
morfismo único de s(x') en В. En consecuencia, Øx’) = f(x") = y”. Como £lx'te stv). D 


Di)=r<r 


Por tanto, S es isomorfo a T. 


Demostrar el Teorema 11-9: Si A y B son bien ordenados, o bien А ез más corto que В, o bien 
А es isomorfo a В, o bien A es más largo que В. 
Solución: , 

Sean S y T definidos como еп el problema anterior. Nótese que 5 = T. Por el Problema 10. hay cuatro po- 
sibilidades: 


Caso I. 5 = А у Т = B. А es entonces isomorfo а B. 

Caso IL 5 = А у T = sh), una sección inicial de В. Entonces А es más corto que B. 

Caso ПІ. Т = B y 5 = sla), una sección inicial de A. Entonces 4 es más largo que B. 

Caso IV. 5 = s(a) y T = s(b). Entonces a c 5 puesto que su sección inicial s(a) es isomorfa a una sección ini- 
cial s(b) de B. Pero а no puede pertenecer a su propia seceión inicial; luego este caso es im- 


posible. 
Por-tanto, el teorema es cierto. 
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Demostrar: Sea Y una familia de secciones iniciales de un conjunto bien ordenado A. Hay en- 
tonces una sección inicial sla) e A tal que s(a) C s(x) para cualquier otra sección inicial s(x) de 
«Y, es decir, hay una sección inicial s(a) є Y que es más corta que cualquier otra sección ini- 
cial de „27. 
Solución: Р 

Por el Teorema 11-5. A es isomorfo а 5(4). Іа familia de todas las secciones iniciales de elementos de A, orde- 
nada por inclusión. Como A es bien ordenado, 5(4) también lo es. En consecuencia, „7. un subconjunto de S(4), 
tiene un primer elemento (а). Por tanto. sia} C s(x) para cualquier otra sección inicial s(x) € Y. 


Demostrar el Teorema 11-10: Sea .& una familia de conjuntos bien ordenados no isomorfos dos 
a dos. Existe entonces un conjunto A, £ Y tal que Ag es máscorto que cualquier otro conjunto de x. 
Solución: 

Sea B un conjunto de Y. Definase 


A = (X | Xi, X es más corto que B| 


Si 4 es vacio, entonces В cumple los requisitos del teorema. Supóngase 4! = Ø. Demostrando que 4 posee un 
conjunto A, más corto que los otros, entonces, si se considera cómo se definió 4, es A, el conjunto más corto de ./. 
Ahora bien, por el Teorema 11-9, todo conjunto А Е 4 es isomorfo a una sección inicial s(a) de B. Sea ^ 
la familia de las secciones iniciales de В que son isomorfas a un conjunto de 4. Por el Problema 13, 4" contie- 
ne una sección inicial s(ap) que es más corta que cualquier otra sección inicial de #'. En consecuencia, el con- 
junto Ay £ Æ que es isomorfo a s(ap). es más corto que cualquier otro conjunto de 4. 
Asi que 4, cumple los requisitos del teorema. 
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15. 


16. 


17. 


Demostrar: si А = ord (А) y и < А, hay una sección inicial única s(u) de A tal que и = ord (s(a)). 
Solución: 

Sea и = ord(B), Como д < À, B es más corto que А, esto es, В es isomorfo a una sección inicial s(a) de 4 
Por tanto, и = ordísia)). Además, s(a) es la única sección inicial cuyo número ordinal es и puesto que, según el 
Problema 7, dos secciones iniciales distintas de A no pueden ser isomorfas. 


Demostrar el Teorema 11-13: Sea s(A) el conjunto de los ordinales menores que el ordinal X. En- 
tonces A = ord (s(A)). 
Solución: 

Sean А = ord(4) y S(A) la familia de las secciones iniciales de A, ordenada por inclusión. Por el Teore- 
ma 11-15, A = $(А); con que A = ord(S(A)). Para demostrar el teorema bastará demostrar que s(A) es isomorfa 
а S(A) 

Sea ji € s(.); entonces и < А. Por el Problema 15, hay una sección inicial única s(a) de A tal que и = ord(s(a)). 
Por tanto, la función f: s(A) > S(4) definida por 

Ди) = ма) si, p = ord(s(a)) 
e$ inyectiva. Además, fes sobreyectiva, pues si es s(b) є S(A), entonces s(^) es más corta que A y, por tanto, ord(s(b)) 
= y < ord(4) = À, esto es, ne s(A), luego fin) = s(b). 

Para completar la demostración del teorema, solo falta demostrar que f preserva el orden; pues entonces 
fes un isomorfismo y s(A) = S(A). Sea и < у, donde и, y e (А). Entonces и = ord(s(a)) y y = ога(5(Ь)). esto 
es, Ди) = s(a) y fin) = s(b). Como u < n, s(a) es una sección inicial de s(b); luego s(a) es un subconjunto propio 
de s(b). O lo que es lo mismo, según el orden de S(4), s(a) < s(b). Asi que f preserva el grden. 


Demostrar el Teorema 11-15: Sea X un número ordinal. Entonces X. + 1 es el siguiente de A. 
Solución: 
Sea и el siguiente de A. Entonces, por la definición de s(u), 
siu) = sà) U {A} 
Luego ord (s(u)) = ord (s(.)) + ord (A) 
esto es, p= A + 1. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


3. 


Demostrar, dando un contraejemplo, que la ley distributiva a la derecha de la multiplicación 
respecto de la adición no se verifica en general entre números ordinales. Es decir. mostrar tres 
ordinales A. и y y tales que ` 


(A+ н) + àn t m 
Solución: 
Nótese, por el Ejemplo 7-1, que (1 + 1k» = 2w = w. y que (utilizando la ley distributiva a la izquierda) 
lotle = wtu = «lol = e(1+1) = 2 > v 


Por tanto, (1 + 1 + lw + lo. 


Sea (4;!;,, una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos а dos, y sea 
ord (1) = о) y ord (4;) = о para todo іє 7. Hallar ord (Uie; 41). 
Solución: 


ота(и 1А) = utotot = = шщ1+1+1+) = ws. 


Demostrar que w + о = w2. 
Solución: 
Método |. Nótese que 
wtw = ul4+ol = e(1- 1) = ul 


Habiéndose empleado la ley distributiva a la izquierda. 
Método 2. Considérense los conjuntos bien ordenados 


А = la а... Bm bbs Code ees D= {лз} 
Obsérvese que 


w = ord (A) = ord (B) = ord (C) y 2 = ord (D) 
Entonces 
w+w = ord((A; B) = ога ({а, a; 


w2 = ord({CxD}) = ord(((c,r), (са, т), . 


y bobs ...)) 
(en в), (сз, а), ...)) 


Pero la función /: 14; В} — {С х D} definida рог 


fe = fen S жеш ; 


es un isomorfismo de {А; Bj еп C x D. Por tanto. 


v+u = ord((A; B) = ord((CXD) = u2 


Problemas propuestos 


Demostrar el Teorema 11-1-2: Si A es un conjunto bien ordenado y B es isomorfo a A. entonces B es bien ordenado. 


Demostrar el Teorema 11-2: Si {А}, es una familia bien ordenada de conjuntos bien ordenados disjuntos dos 
a dos, la unión de los conjuntos U; ,;4, es bien ordenada. 


Suponiendo que N, el conjunto de los números naturales. es bien ordenado, demostrar el principio de inducción 
matemática: Si S es un subconjunto de М tal que (1) 1 e 5 y (2) nz S implica n + 1 5, entonces $ = N. 


Demostrar que 0 es el elemento neutro para la adición de números ordinales, esto es. que para todo ordinal A. 
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27. 


28. 


29. 
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Demostrar que 1 es el elemento neutro para la multiplicación de números ordinales, esto es, que para todo or- 
dinal X, 1X = А = X. 


Demostrar: Si À,, є N, es un ordinal finito, entonces A, + Ag + Ag + = Brh S ө. 
Demostrar: Si А es un ordinal infinito, entonces А = и + n, siendo и un número límite y п un ordinal finito. 


Establecer la verdad o falsedad de cada una de las siguientes proposiciones sobre ordinales: las ciertas, demostrar- 
las, y para las falsas, dar un contra-ejemplo. 


(1) Si à 4 0, entonces д <А + p. 
(2) Si А #0, entonces p < y + А. 


Establecer la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones sobre Jos ordinales; demostrar la verdad o dar un 
contra-ejemplo, en caso de falsedad. 


(1) Sià + 0 y u < n, entonces A+ p <À +. 
(2) Si #0 y u < n, entonces a+ X « n + А. 


Demostrar: La ley distributiva a la izquierda es válida para la multiplicación respecto de la adición de números 
ordinales, esto es, Ми + n) = Аи + М. 


Respuestas а los problemas propuestos 


Sugerencia: Nótese que un conjunto bien ordenado no puede contener un subconjunto ordenado 4 = | dy 
<a, <a} puesto que А no es bien ordenado. 


(1) Falso, (2) Cierto. 


(1) Cierto, (2) Falso. 


Capítulo 12 


Axioma de elección. Lema de Zorn. 
Teorema de la buena ordenación 


PRODUCTOS CARTESIANOS Y FUNCIONES DE ELECCION 
Definición 12-1: Sea (4;),,, una familia no vacía de conjuntos no vacíos. Entonces el producto car- 
tesiano de los (A), n, que se denota por 
ХА, 
es el conjunto de todas las funciones de elección definidas sobre | 4], p. 
Recuérdese que una función f: (A,),., > X, donde (4,),,, es una familia de subconjuntos de X, 


se llama función de elección si f(4;) = a, А,, para todo ¡e /. En otras palabras, f «elige» un punto 
a, £ A; de cada conjunto Aj. 


Ejemplo 1-1: Sea (4,, Az, ..., 4,) una familia finita de conjuntos. En el Capítulo 5 se definió el produc- 
to cartesiano de л conjuntos 
AX AX XA. = XLI 
como el conjunto de n-tuples ` 
(а, аз, ...,а,) 
donde a, є A, para i = 1,... „л. Pero а cada función de elección f definida sobre {А,..... An) 


corresponde el único n-tuple 
(A), HAD, ..., HAN; 


y viceversa. Así, pues, en el caso finito, la Definición 12-1 coincide con la definición ya dada 
de producto cartesiano. 
La razón principal para introducir la Definición 12-1 es que se aplica a cualquier familia de con- 
juntos: finita, enumerable o no enumerable. La definición anterior, que se basaba en el concepto de 
n-tuple, no se aplica sino a una familia finita de conjuntos. 


Observación 12-1: Aunque una función de elección se define para una familia de subconjuntos, toda 
familia de conjuntos (A;),,, se puede considerar como una familia de subcon- 
juntos de su unión \);,„, Á; 


AXIOMA DE ELECCION 


El axioma de elección es fundamental para la matemática y, en particular, para la teoría de con- 
juntos. Este axioma de «apariencia inocente», que en seguida se expone, tiene como consecuencia algu- 
nos de los resultados más poderosos e importantes de la matemática. 


Axioma de elección: El producto cartesiano de una familia no vacia de conjuntos no vacios, no 
es vacío. 


A la vista de la Definición 12-1, se puede establecer el axioma de elección como sigue: 


Axioma de elección: Hay una función de elección para toda familia no vacía de conjuntos no 
vacios. 
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El axioma de elección es equivalente al siguiente postulado: 


Postulado de Zermelo: Sca 14,),,, una familia no vacia de conjuntos disjuntos no vacios. Existe 
entonces un subconjunto В de U;,; A; tal que la intersección de В y cada 


conjunto A, consta de un elemento, 
Obsérvese que en el postulado de Zermelo los conjuntos son disjuntos. en tanto que en el axioma 
de elección pueden no serlo 
LEMA DE ZORN 


El lema de Zorn es uno de los más importantes instrumentos de la matemática; es una consecuen- 
cia del axioma de elección. El lema de Zorn establece la existencia de ciertos tipos de elementos, si bien 
no se da ningún procedimiento constructivo para hallar tales elementos. 


Lema de Zorn: 


Sea 4 un conjunto no vacio parcialmente ordenado tal que todo subconjunto to- 
talmente ordenado tiene un mayorante en A. A contiene entonces un elemento ma- 
ximal por lo menos. 


En Halmos. Naive Set Theory. hay una demostración del lema de Zorn que solo utiliza el axioma 
de elección. 
TEOREMA DE LA BUENA ORDENACION 

El siguiente teorema se atribuye a Zermelo, quien lo demostró directamente con el axioma de 
elección 
Teorema de la buena ordenación: Todo conjunto puede ser bien ordenado 


Se demostrará este teorema, primero con el axioma de elección. y luego con el lema de Zorn 


NUMEROS CARDINALES Y ORDINALES 


A cada número ordinal А = ord (4) se puede asociar un número cardinal único x = 4 (4). Lla- 
mando a este a número cardinal de X, denotado por 
а= л 


se ve que esta función de los números ordinales еп los números cardinales по es inyectiva, es decir, que 
hay diferentes números ordinales con el mismo número cardinal. Por ejemplo, 


«e. = ord((1,2,3,...)) 
Pb, бә, ...)) 


w2 = ord ({@, as .. 


son ambos números ordinales de conjuntos enumerables, esto es, conjuntos con el mismo número car- 
dinal Ny. Dicho de otra manera, 


=N= 


El teorema de la buena ordenación implica que la función anterior de los números ordinales en los 
números cardinales es sobreyectiva. Porque, suponiendo que x = # (4) es un número cardinal cual- 
quiera, por el teorema de la buena ordenación, A puede ser bien ordenado; sea А = ord (4). Entonces 
a = А. Y x es el número cardinal de un número ordinal А por lo menos. (Aqui, А se usa tanto para 
el conjunto mismo, como para el conjunto bien ordenado.) 


Se establece fácilmente la siguiente correspondencia entre números ordinales y cardinales: 


Teorema 12-1: Sean x = À y f = ji números cardinales. Se tiene entonces 


(1) x < ff implica A < д 
(2) А < p implica a = В 
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El resultado siguiente. ya mencionado, es una consecuencia directa del teorema de la buena or- 
denación. 


Teorema 9-11: (Ley de tricotomía): Sean a y fj números cardinales. Una de las siguientes relaciones 
es cierta: 


a<Ba=fox> fp 


Es decir, la relación de desigualdad definida en los números cardinales es un orden total y no so- 
lamente parcial. Como los números cardinales están bien ordenados, se puede dar un enunciado más 
fuerte. " 


Teorema 12-2: Todo conjunto de números cardinales está bien ordenado por la relación x = fi. 


ALEFS 
Ya se dijo antes que el nümero cardinal de los conjuntos enumerables es 
No 
(N alef es la primera letra del alfabeto hebreo.) Como los números cardinales forman un conjunto bien 


ordenado, se emplea el siguiente sistema de notación para los números cardinales. El siguiente de Ny 
se denota Ж, y el siguiente a éste por N,, y así sucesivamente. El número cardinal que sigue a todos los 
N, se denota por N,,. O sea que todo cardinal infinito se puede denotar univocamente por una N con 
un nümero ordinal como subindice de la manera siguiente: 


Notación: Sea x un número cardinal infinito. Sea s(x) el conjunto de los números cardinales infini- 
tos inferiores a a. Nótese que s(x) es bien ordenado: sea А = ord (s(x)). Entonces a se de- 
nota por 


N 
La hipótesis del continuo se puede ahora enunciar así: 
Hipótesis del continuo: N, = c. 


| Problemas resueltos 


AXIOMA DE ELECCION 
1. Demostrar que el axioma de elección es equivalente al postulado de Zermelo. 


Solución: 
Sea (4j), ,, una familia no vacía de conjuntos disjuntos no vacios y sea f una función de elección sobre 
{А}, ci y sea el conjunto В = [/(4,): ie Ij. Entonces 


ANB = (f(AM 


consta de un solo elemento puesto que los A, son disjuntos y f es una función de elección. De acuerdo con esto, 
el axioma de elección implica el postulado de Zermelo. 


Sea ahora {А}; una familia no vacía de conjuntos no vacios disjuntos o no y hágase 


Af = {А} х 40, paratodo iel 


Entonces es ciertamente {АР} una familia disjunta de conjuntos puesto que ¡+ j implica 4, x {i} + 4, x {j} 
aun en el caso de ser A; = А, Por el postulado de Zermelo, existe un subconjunto В de U,4? tal que 


BONA] = (а, ў} 


consta de un solo elemento. Entonces a, є A, y la función f sobre {4,},,; definida por /(4,) = a; es una función 
de elección. Según lo cual, el postulado de Zermelo implica el axioma de elección. 
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2. Demostrar el teorema de la buena ordenación (Zermelo): Todo conjunto no vacío Y puede ser 
bien ordenado. 
Solución: 
Sea / una función de elección sobre el conjunto .2(Y) de todos los subconjuntos de V, esto es. 
ГЦ) = Y con /(4)0 A, para todo 4 CY 
Un subeonjunto А de Y se dirá normal si tiene una buena ordenación y. además, la propiedad de que, para todo « £ 4. 
AX — sana donde хаба) = [xc A:v <u} 
es decir, s4la) es la sección inicial de a en la ordenación que tiene 4. Hay que demostrar que existen conjuntos 
normales. Haciendo 
Xo = ДХ ху = ЛА (xol) y xa m ЛА — iyo ху) 
resulta que A = (xo, xy. ху} es normal, Ahora bien, si 4 y B son subconjuntos normales de V, entonces 4 = B, 
o el uno es una ón inicial del otro. Como A y B son bien ordenados, uno de ellos, 4, por ejemplo. es isomor- 
fo a B o a una sección inicial de B (Teorema 11-9). Existe. pues, un isomorfismo x : 4 — В. Hágase 
A* = Acc Azo) # х) 
Si A* es vacio, entonces А = В о bien 4 es una sección inicial de B. Suponiendo 4* + Ø. sea ay el primer 
mento de 4*. Entonces s,(ao) = sylala,)). Pero siendo A y B normales, 
ao = F(X — s4lao)) = SIX — sglalao)) = alao) 


Como esto contradice Ja definición de 4* es о bien 4 = B o bien A es una sección inicia) de B. En particular, si 
atAybt В, о оп а, be A, o son a, be B. Además, si a, be A y a, be B, entonces a < В como elementos de А 
si, y solamente si, а < b como elementos de B. 


Sea ahora Y el conjunto de los elementos de X que pertenecen a un conjunto normal por lo menos. Si u, ^ € Y. 
entonces а y be B, donde А y B son normales y азі, pues, como ya se vio antes, а, b c А o a, be B, Definiendo 
ahora un orden en Y de la siguiente manera: a 5 b como elementos de Y si. lamente si. a < ^ como elemen- 
tos de 4 o-de B; este orden está bien definido es decir, es independiente de la elección particular de A y B y. ade. 
más, es un orden total. Sea ahora Z un subconjunto no vacío de Y y sea a un elemento de Z. Entonces a pel 
nece a un conjunto normal 4. Luego А (^) Z es un subconjunto no vacio del conjunto bien ordenado 4 y tiene. 
por tanto, un primer elemento ag. Además, ay es un primer elemento de Z (Problema 12); así que Y es bien 
ordenado. 

Hay que demostrar también que Y es normal. Si a є Y, entonces a pertenece a un conjunto normal 4. Рог 
otra parte, s4(a) = sy(a) (Problema 12), y asi 

JX — syla)) = f(X — sala) = a Я 
esto es, Y es normal. Рог último, es Y ; pues suponiendo que no fuese así, es decir, que Y — Y + Ø y que. 
por ejemplo, a = /(X — Y), hágase Y* = YU (aj y sea Y* ordenado por el orden de У y con a superior a todo 
elemento de Y. Entonces f(X — sy(a)) = f(X — Y) = a y, por tanto, Y* es normal. De modo que a € Y, Pero 
esto contradice al ser la f una función de elección, es decir, que ДХ — Y) = ак X — Y que es disjunto de Y. Por 
lanto, Y = Y y entonces X es bien ordenado. 


LEMA DE ZORN Y APLICACIONES 

3. Demostrar: Si B es un conjunto parcialmente ordenado, hay entonces un subconjunto totalmente 
ordenado А de B tal que A no es subconjunto propio de ningún otro subconjunto totalmente or- 
denado de B. 


Solución: 

Sea % la familia de todos los subconjuntos totalmente ordenados de B, parcialmente ordenada por inclu- 
sión. Supóngase, además, que (8,),, ев un subconjunto totalmente ordenado de 4. Sea el conjunto А = (21,18. 

Nótese primero que А es totalmente ordenado. Porque si a, b e A existen, entonces j. k € / tales que a & B h è By 
Como 4 es totalmente ordenado, uno de ellos, B,, por ejemplo, es un subconjunto del otro; luego а, b £ Ву, Como 
B, es totalmente ordenado, o bien a < b o bien В < a. Luego dos elementos cualesquiera de A son comparables; 
asi que Ac di 

Pero, para todo i J, B, C A; A es entonces un mayorante де |B,j, , ,. Como todo subconjunto totalmente 
ordenado de 4 tiene un mayorante, por el lema de Zorn 4 tiene un elemento maximal que es un subsubconjunto 
de B totalmente ordenado que no es subconjunto propio de ningün otro subconjunto totalmente ordenado de B. 


4. Demostrar: Sea R una relación de A en 8 siendo 4 el dominio de definición de R. Nótese que A 
es un subconjunto de А x B. Existe entonces un subconjunto f* de Q tal que /* es una función 
de 4 en B. 
Solución: 
Sea «Y la familia de subconjuntos de Ф en los que cada fe Y es una función de un subconjunto de А en B. 
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^ 


Ordénese parcialmente .Y/ por inclusión. Nótese que si f: 4, — B es un subconjunto de e: 4, = В, emon- 
ces A CA 

Supóngase ahora que |/,: 4, — Bh; es un subconjunto de Y totalmente ordenado, Entonces (véase Pro- 
blema 12) / = 1), ,f; es una función de U,, A, en B y. por tanto, / es un mayorante de 1, р. Por el lema de 


Zorn. Y tiene un elemento maximal /* : 4% — B. Si se demuestra que 4% = A, el teorema està demostrado 

Supóngase 4* = A. Existe entonces un elemento a к 4 tal que a é 4*. Además, como el dominio de defimición 
de (Res 4, existe un par ordenado (a, В) e Gl. Entonces /* U (а. А)! es una función de 4* () la] en B. Pero esto 
contradice el hecho de ser /*, que sería un subconjunto propio de /* 02 1а, AY. un elemento maximal de 7 Por 
consiguiente, 4* 1 y el teorema está demostrado. 


(Aplicación al álgebra lineal.) Demostrar que si V es un espacio vectorial, I tiene una base. 


Solución: 

Si V consiste en el vector nulo solamente, entonces. por definición. el conjunto vacio es una base de 1: se 
supone, pues, que V contiene un vector а no nulo. Sea 4 la familia de los conjuntos de vectores independientes de I. 
Es decir, cada elemento В £ 4 es un conjunto de vectores independientes. Nótese que 4 no es vacia, pues. por ejem- 
plo. {а} pertenece а 4. Ordénese 4 por inclusión. 


Suponiendo ahora que | ,1, , , es un subconjunto de 4 totalmente ordenado. si se demuestra que 4 = U, 48, 
pertenece а #, es decir. que es un conjunto de vectores independientes, seria entonces 4 un mayorante de | B|, ,. Si 
А es un conjunto de vectores dependientes, entonces existen vectores a,,.... a, c 4 tales que 

a to 0 a) 
donde por lo menos un c, + 0. Nótese que existen. también elementos ij... i є 7 tales que a, £ В. ....а‚: By, 
Como 181, „т es totalmente ordenada, uno de los conjuntos, sea В, es un superconjunto de los otros; luego 
aj... а„ B, En vista de (1), B, sería un conjunto de vectores dependientes. cosa que contradice lo supuesto. 


Asi, pues. 4 es un conjunto de vectores independientes. pertenece а 4 y es un mayorante de (В, 
Por el lema de Zorn, 4 tiene un mayorante B*. Entonces se puede demostrar que B* es una base de 1 
Obsérvese que la parte principal de la demostración consiste en demostrar que 4 = 1), , B, pertenece a Y, 
Es un ejemplo tipico del empleo del lema de Zorn. 
Demostrar el teorema de la buena ordenación por el lema de Zorn. 


Solución: А 

Sea A un conjunto cualquiera. Sea „/ la familia de todos los subconjuntos bien ordenados de 4; asi, pues, 
un elemento W +. es un par W = (B, X) donde В es un subconjunto de А y < define una buena ordenación 
en B. Ordénese . parcialmente como sigue: 


W, ZW, si W,=W, o W, es una sección inicial de W, 


(Obsérvese que W, = (By, c) Ж W,=(B,. 5) implica B, C By.) 


Suponiendo que |W, = (Ву, JJ; ¿, es un subconjunto totalmente ordenado de s. entonces la familia de 
conjuntos [B,|, , , ordenada por inclusión, es también totalmente ordenada. Definasé ahora el conjunto ordena- 
do W = (B. X) como sigue. Primero sea 


B = UL. В, 


Supóngase a, б £ B. Existen entonces j, k є / tales que a £ Bj. b £ В,. Como {B}, es totalmente ordenado, uno 
de ellos, Bj, por ejemplo, es un subconjunto del otro; asi que a, he Bj. 

Escribase а < b como elementos de B si a < b como elementos de B,. Entonces W = (8. <) es un subcon- 
junto bien ordenado y, por tanto, pertenece а 27. Además, W es un mayorante de [1], , ,. Por consiguiente, рог 
el lema de Zorn. ¿Y tiene por lo menos un elemento maximal. 


Supóngase В* + 4. Sea a e A — В". Entonces W* es una sección inicial del conjunto bien ordenado ! H^ 
que también pertenece a . Lo cual contradice la suposición de que W* es un elemento maximal de «Y, Asi, pues, 
la afirmación B* + A es falsa; luego В* = 4. Por tanto, 4 puede ser bien ordenado. 
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Problemas propuestos 


Detir cuál de las afirmaciones siguientes sobre nümeros cardinales es falsa y cuál cs cierta: razonar Ja 
respuesta 


(1) ктк =н, (2) MEN, = ж. 


Demostrar el Teorema 12-1: Si x = X y Ё = ji son números cardinales, se tiene 


() а < В implica à< p 


(2) A< hu implica а = В 


Demostrar el Teorema 9-11: Para números cardinales а у В es válida una de las relaciones siguientes: x < fi. 
а= Воза> В. 


Demostrar el Teorema 12-2: Todo conjunto de números cardinales está bien ordenado por la relación x < ff 


Considérese la demostración de esta proposición: Existe un conjunto finito de números naturales que no es un 
subconjunto propio de otro conjunto de números naturales. 


Demostración. Sea 2 la familia de todos los conjuntos finitos de números naturales, ordenada parcialmen- 
te por inclusión. Sea ahora {8;),, , un subconjunto de 4 totalmente ordenado, y sea el conjunto А = Uni В, 
Nótese que, para todo ic /, B, C А; luego А es un mayorante de {Bhar 

Como todo subconjunto totalmente ordenado de 4 tiene un mayorante, por el lema de Zorn 4 tiene un ele- 
mento maximal, que es un conjunto finito que no es un subconjunto propio de ningún otro conjunto finito. 

Se pregunta: Como esta proposición es evidentemente falsa, ¿cuál es el paso incorrecto de la demostración? 


Demostrar los dos enunciados siguientes, supuestos en la demostración en el Problema 2: 
(i) El primer elemento ay del conjunto A (^) Z es un primer elemento del conjunto Z. 
(i) sala) = зуба). 


Demostrar la siguiente proposición, supuesta en la demostración en el Problema 4: Sea A, — B}; ,, un con- 


junto de funciones totalmente ordenado por inclusión. Entonces U; , ; f, es una función de U,,; A, en В 


Respuestas a los problemas propuestos 
(1) Cierta. Porque M es el número cardinal de un conjunto enumerable y, como ya se demostró antes, la unión 
de un conjunto enumerable con un conjunto infinito no cambia el cardinal de este conjunto infinito. 


(2) Falsa. Pues como la adición de cardinales es conmutativa. 


юн, = BARROS REA a 


implicaria que la adición de ordinales es conmutativa, que no es cierto. 


Capítulo 13 


Paradojas de la teoría de conjuntos 


INTRODUCCION 


La teoría de conjuntos, como una disciplina matemática, fue Cantor (1845-1918) el primero que 
la estudió hacia finales del siglo diecinueve. Hoy la teoria de conjuntos es fundamental en las matemá- 
ticas cuyas ramas ha transformado casi todas. Por la misma época en que la teoría de conjuntos co- 
menzó a influir sobre otras ramas de las matemát е le descubrieron varias contradicciones o pa- 
radojas. la primera por Burali-Forti, en 1897, de las cuales se presentan algunas en este capitulo. Si 
bien es factible eliminar estos contrasentidos por un desarrollo axiomático estricto de la teoria de con- 

* juntos, aún quedan muchos interrogantes por responder. 


CONJUNTO DE TODOS LOS CONJUNTOS (PARADOJA DE CANTOR) 


Sea C el conjunto de todos los conjuntos. Entonces todo subconjunto de C es asimismo un ele- 
mento de C: luego el conjunto potencia de C es un subconjunto de C, esto es, 


єє 
Pero 2€ C (^ implica que 
#020) = #(C) 
Pero entonces, segün el teorema de Cantor, 
*(C) < *(20) 


Asi. pues, el concepto de conjuato de todos los conjuntos lleva a una contradicción. 


PARADOJA DE RUSSELL 


Sea Z el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de sí mismos, es decir, 
Z = (X|XvX) 


Se pregunta; ¿Z es o no es elemento de sí mismo? Si 7 no pertenece а Z, entonces. por la definición 
pertenece a sí mismo. Pero si Z pertenece a 7, entonces, por la definición de 7, 7 no per- 
mismo. En cualquiera de los dos casos hay contradicción. 

Esta paradoja es de cierto modo análoga a la paradoja popular siguiente: En una aldea hay un 
barbero que afeita solamente a los hombres que no se afeitan ellos mismos. Se pregunte: ¿Al harhero. 
quién lo afeita? 


CONJUNTO DE TODOS LOS NUMEROS ORDINALES (PARADOJA DE BURALI-FORTI) 


Sea A el conjunto de todos los números ordinales. Por un teorema anterior, A es un conjunto bien 
ordenado; sea х = ord (A). Considérese ahora s(x). el conjunto de todos los números ordinales meno- 
res que x. Obsérvese que 

(1) Puesto que s(a) consiste en todos los elementos de A que son anteriores a a, s(x) es una sec- 

ción inicial de A. j 

(2) Por un teorema previo, х = ord (s(x)); por tanto, 


ord (s(x)) = a = ord (A) 
185 
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Por consiguiente, A es isomorfo a una de sus secciones iniciales. Así, pues, el concepto de conjunto de 
todos los números ordinales lleva a una contradicción con el Teorema 11-8. 


CONJUNTO DE TODOS LOS NUMEROS CARDINALES 


Sea „У el conjunto de todos los números cardinales. Entonces, рага cada cardinal a є ./ hay un 
conjunto 4, tal que x = # (4,). Sea 
A = Оа As 
Considérese el-conjunto potencia 24 de 4. Nótese que 2^ ~ Ag (за. que es un subconjunto de А. Por 
consiguiente, 2* — 4 y, en particular, 
#(2^) = #(А) 
Pero, рог el teorema de Cantor, 
H(A) < 4(2%) 


Así, pues, el concepto de conjunto de todos los números cardinales es contradictorio. 


FAMILIA DE TODOS LOS CONJUNTOS EQUIPOTENTES A UN CONJUNTO 
Sea A = ja, b, ...j un conjunto (no necesariamente enumerable) y sea «X = [i j, ...) otro con- 
junto cualquiera. Considérense los conjuntos 
A, = Ца, й), (0,0), ...) 
A, = ((a,3), (6,7), ...) 


es decir, la familia de conjuntos { А,},, „. Nótese que 
UAM A) = FA) 
y A, ~ А para todo i £ Y. 
Sea ahora a la familia de todos los conjuntos equipotentes al A. Considerando el conjunto po- 
tencia 2* de a y definiendo la familia de conjuntos {A;}; з: como se dijo, puesto que cada А, ~ А, 


(Ahez Са 
Por tanto, 
#02") = HA) qa) 7 Ha) 


Pero por el teorema de Cantor, # (x) < # (2°). Asi, pues, el concepto de familia de todos los conjuntos 
equivalentes a un conjunto (la definición que se dio de número cardinal) es contradictorio. 


FAMILIA DE TODOS LOS CONJUNTOS ISOMORFOS A UN CONJUNTO BIEN ORDENADO 


Sea A un conjunto bien ordenado. Entonces, el conjunto A,. definido como antes y ordenado por 
(ай < (b, i) si ab 


es bien ordenado y es isomorfo al 4, esto es, А, = A. 

Sea ahora X la familia de todos los conjuntos isomorfos al conjunto bien ordenado A. Considérese 
el conjunto potencia 2* de A, y defínase la familia de conjuntos | 4;],, з como se hizo antes. Como cada 
conjunto 4, es isomorfo al 4 

Ada CA 
Por consiguiente, #(2) = HA) 4) = #(А) 


Como, por el teorema de Cantor, # (A) < # (2*), el concepto de familia de todos los conjuntos iso- 
morfos a un conjunto bien ordenado (la definición dada de número ordinal) es contradictorio. 


Parte III: Temas anexos 


Capítulo 14 


Algebra de proposiciones 


ENUNCIADOS 
Los enunciados (о aserciones verbales) se denotarán por las letras 


Par 
(con o sin subindices). El carácter fundamental de un enunciado es que o bien es verdadero, o bien es 
falso, pero no ambas cosas. La verdad o falsedad de un enunciado se llama su valor de verdad. Algunos 
enunciados son compuestos, es decir, están formados de enunciados simples y de varias conectivas que 
se estudiarán después. 


«Las rosas son rojas y las violetas son azules» es un enunciado compuesto de los enunciados 
simples «Las rosas son rojas» y «Las violetas son azules» 

«¿Dónde vas?» no es un enunciado, pues no es ni verdadero ni falso 

«Juan está enfermo o viejo» está implicitamente formado de los enunciados simples «Juan está 
enfermo» y «Juan está viejo» 


Propiedad fundamental de los enunciados compuestos es que su valor de verdad está determi- 
nado por completo por el valor de verdad de cada uno de los enunciados simples y por el modo como 
se les reúne para formar el enunciado compuesto. 


CONJUNCION, p ^ q 


Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra «y» para formar un 
enunciado compuesto, que se llama conjunción de los primeros enunciados. Simbólicamente se deno- 
ta la conjunción de dos enunciados p y q por 

pag 
Ejemplo 2-1: Sea p «Está lloviendo» y sea q «El sol brilla». Entonces p ^ q denota el enunciado «Está Ilo- 
viendo y el sol brilla». 
Ejemplo 2-2: El simbolo ^ se puede emplear para definir la intersección de dos conjuntos: 


ANB = {х | zeA ^zeB} 


El valor de verdad del enunciado compuesto q ^ p satisface la condición siguiente: 

V,: Sip es verdadero y q es verdadero, entonces p ^ q es verdadero; en otro caso р л q es falso. 
Es decir, la conjunción de dos enunciados es verdadera solamente si cada componente es 
verdadero. 


Ejemplo 2-3: Sean los cuatro enunciados siguientes: 


(1) Paris está en Francia y 2 + 2 
(2) Paris está en Inglaterra y 2 + 
(3) París está en Inglaterra y 2 + 
(4) Paris está en Francia y 2 


INNI 


Según V,, solamente (4) es verdadero. Todos los demás enunciados son falsos porque al menos 
uno de los componentes es falso. 


Una manera muy conveniente de expresar V, es por medio de una tabla como sigue: 
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Obsérvese que la primera línea es una manera abreviada de decir que si p es verdadero y 4 verdade- 
ro, entonces p л q es verdadero. Las otras líneas tienen significados parecidos. 


DISYUNCION, p v 4 

Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra Q) ten el sentido de 
«y/o») para formar un nuevo enunciado que se llama disvunción de los dos enunciados previos. Simbó- 
licamente se denota la disyunción de dos enunciados p y q por 


РУЧ 
Ejemplo 3-1: Sea p «El estudió francés en la universidad», y sea q «El vivió en Francia». Entonces p v q es 


el enunciado «El estudió francés en la universidad o él vivió en Francia». 
Ejemplo 3-2: El simbolo v se puede emplear para definir la unión de dos conjuntos: asi 


- AUB = {z |zeA v xeB) 


El valor de verdad del enunciado compuesto p v q cumple la condición siguiente: 

V,: Si p es verdadero o q es verdadero o si ambos p y q son verdaderos, entonces p у q es ver- 
dadero: en otro caso p v q es falso. Es decir, la disyunción de dos enunciados es falsa sola- 
mente si cada enunciado componente es falso. 

V, se puede expresar también en una tabla como sigue: 


p 
у 

M 
F 


F 


Ejemplo 3-3: Sean los enunciados siguient 


(1) Paris está en Francia o 2 + 2 
(2) Paris está en Inglaterra o 2 + 
(3) Paris está en Francia o 2 + 2 
(4) Paris está Inglaterra o 2 + 


Solo (4) es falso. Cada uno de los otros enunciados es verdadero, pues al menos uno de los com- 
ponentes es verdadero. 


NEGACION, = p 
Dado un enunciado p, se puede formar otro enunciado, que se llama жш de p. escribiendo 
«Es falso que . . .» antes de p o. cuando es posible, insertando en p la palabra «no». Simbólicamente 
se denota la negación por ~p 
Ejemplo 4-1: Considérense los tres enunciados que siguen: 
(1) Paris está en Francia. 
(2) Es falso que París está en Francia 
(3) Paris no está en Francia. 
Entonces (2) y (3) son cada uno negación de (1). 
Ejemplo 4-2: Sean los siguientes enunciados: 
Jl) +2 
(21 Es falso que 2 + 2 
001242755 


(2) y (3) son cada uno la negación de (1). 


El valor de verdad de la negación de un enunciado depende de la siguiente condición: 

Vs: Sip es verdadero, entonces =p es falso; si p es falso, entonces ~p es verdadero. Es decir, 
el valor de verdad de la negación de un enunciado es siempre el opuesto del valor de verdad 
del enunciado. 
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Ejemplo 4-3: Examinense los enunciados del Ejemplo 4-1: Nótese que (1) es verdad y (2) y (3). sus negacio- 
nes. son falsos. 

Considérense los enunciados del Ejemplo 4-2: Obsérvese que (1) es falso y (2) y (3) son ver- 
daderos. 

V, se puede escribir en forma de tabla como sigue: 


Ejemplo 4-4: 


p |- 
E F 
Fly 


CONDICIONAL, р > q 
Multitud de enunciados, especialmente en las matemáticas, son de la forma «Si р entonces у». Ta- 
les enunciados se llaman condicionales y se les denota por 


p=4 

El cóndicional p =» q se puede también leer: 
la) p implica q (с) p es suficiente para у 
(b) p solamente si y (d) q es necesario para p 


El valor de verdad del enunciado condicional p — q resulta de la condición 

Va: El condicional p — q es verdadero a menos que p sea verdadero y q falso. Es decir, V, afir- 
ma que un enunciado verdadero no puede implicar uno falso. 

V, se puede escribir como tabla así: 


p 
v 
У 
Е 
F 


Ejemplo 5-1: Sean los siguientes enunciados: 


(1) Si Paris en Francia, entonces 2 + 2 = 5. 

(2) Si París está en entonces 2+2=4 

(3) Si Paris está en . entonces 2+2=4 
24: 2/5. 


(4) Si París está en Inglaterra, entonces 


Por V,. solamente (1) es un enunciado falso: los otros, son verdaderos 


BICONDICIONAL, p= q 
Otro enunciado corriente es el de la forma «p si, y solamente si, q» o con una cómoda abreviatu- 
ra, «p ssi q». Tales enunciados se llaman bicondicionales y se les denota por 


peu 
El valor de verdad de los enunciados bicondicionales p «> q obedece a la condición: 
Vs: Sip y qtienen el mismo valor de verdad, entonces p +» q es verdadero: si p y q tienen valores 
de verdad opuestos, entonces p + q es falso. 


Ejemplo 6-1: Sean los enunciados siguientes 


Francia si, y solamente si, 2 + 2 

Inglaterra si, y solamente si. 2 + 

Francia si. y solamente si. 2 + 2 
2422-5, 


Inglaterra si. y solamente si, 


Según Vs, (3) y (4) son. verdaderos y (1) y (2) son falsos. 
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V, se escribe en forma de tabla como sigue: 


POLINOMIOS Y POLINOMIOS BOOLIANOS - 
Las sumas finitas (+), productos ( * ) y diferencias (— ) de las indeterminadas (o variables) 


sometidas a las reglas usuales del álgebra ordinaria, constituyen los polinomios en dichas variables. 
Ejemplo 7-1: Los siguientes son polinomios en dos indeterminadas: 
Hay) = хх х*у+ ytyty + х*х = 22 -xy+y 
gy) = (= у) (у) = ey 


Si en el polinomio f(x, y, . . .) se remplaza cada indeterminada por un número real dado xo. ко... . 
respectivamente, la expresión ы 
Гохо, Yo» - +.) 


as de números reales, es ella misma un número real. Es decir, que 
+. .) define una función 


que denota sumas, productos y diferen 
Si x, y, ... se consideran como variables reales, entonces el polinomio f(x. 


que hace corresponder un cierto valor f(xo. ro. · . .) como imagen de los números reales xo. yo. . . 


Ejemplo 7-2: Sean los polinomios del Ejemplo 7-1. Entonces. 
/@,3) = 2:2- 2:3 + 3:33 2:2 = 4-64+27+4 = 29 
g(3,1) = (3-1)*(3+1) = 2:4 = 8 
Las operaciones suma, producto y diferencia, definidas entre números reales, inducen operacio- 
nes semejantes llamadas asimismo suma. producto y diferencia entre polinomios. 


Ejemplo 7-3: Sean los polinomios del Ejemplo 7-1. Se tiene 


fem — gy = (221 — zy +y’) — t у) 
fixy) e обуу) = (207 — xy +y’) + (ia — 
Supóngase ahora que las letras 
puis: 


que-antes denotaban enunciados. sean indeterminadas, es decir, variables. Combinando estas variables 
рог las conectivas ^. v y ~, о, con más generalidad. por las conectivas A. v. ~. — y ex. se 
construyen expresiones que se llaman polinomios boolianos. 


Ejemplo 7-4; Los siguientes son polinomios boolianos en dos variables. 


fipa = -pv (р 9) 
gi. qi ipe*-q ^ 9 


Y ademas pueden emplearse los simbolos ^. v. ~. — y = como conectivas para los polinomios 
boolianos; asi que se puede hablar de la conjunción. disyunción y negación de polinomios boo- 
lianos. 


Ejemplo 7-5: Sean los polinomios boolianos del Ejemplo 7-4. Entonces 


arganda = levels (ш 9) л] 
wa = gg = 1-р (pq) – (0-9 ^ ai 
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Suponiendo ahora que cada una de las variables р, q, ... de un polinomio booliano /(р. q. . . .) 
se remplazan respectivamente por un enunciado particular denotado por po. qo. .... la expresión 


SPo Чо...) 


es también un enunciado y tiene por lo mismo un valor de verdad. 


Ejemplo 7-6: Sean fip. 4) = =p A (p-* q) y Po «2 + 2 = 5» y qu «l + 1 = 2». Entonces fis. qo) quie- 


re decir 

«++2#5, y si2+2=5 entonces, | l2» 
Por Va. ro = po — qo es verdadero. Nótese que sy = —p es verdadero. Por tanto, por V,, 
Кро. do) = So A rg es también verdadero. 


Observación 14-1: Sea un polinomio booliano f(p, 4. ...) y scan los enunciados pj. yi. 
mismo valor de verdad que los enunciados py. qo. . . . Entonces f(p;. qo. . 
el mismo valor de verdad que /(ро, qo. - - -). 


con el 
.) tiene 


PROPOSICIONES Y TABLAS DE VERDAD 


Definición 14-1: Se llama proposición un polinomio booliano en las variables p. q. . . . y se le denota por 
PQ qs, 


o simplemente por Р, 0,... 


Por la Observación 14-1, el valor de verdad de una proposición Р(р, q, . . .) evaluado sobre enun- 
ciados cualesquiera, es función solamente de los valores de verdad de los enunciados y no de los enuncia- _ 
dos particulares mismos. Así, pues, se habla del «valor de verdad» de cada una de las variables, p, q, 
+. +, y del «valor de verdad» de la proposición P(p, q, . . .). 


Una simple manera concisa de mostrar la relación entre el valor de verdad de una proposición 
Рр, 4... .) y los valores de verdad de sus variables p, q, . . . es por una tabla de verdad. Por ejemplo, 
la tabla de verdad de la proposición —(p ^ ~q) se construye como sigue: 


E (рл ~a) 
У У 
У F 
F v 
F У 
Las primeras columnas de la tabla están ocupadas por las variables р, q, . . . En la tabla hay suficientes 


filas para abarcar todas las combinaciones de V y F para estas variables. (Para 2 variables. como en 
este caso, se necesitan 4 filas; para 3 variables se necesitan 8 filas y, en general, para n variables se re- 
quieren 2" filas). Luego hay otra columna para cada paso sucesivo del cálculo del valor de verdad que 
se busca para la proposición, valor que aparece en la última columna. 


La tabla de verdad de la proposición anterior —(p A ~q) consiste solamente en las columnas 
encabezadas por las variables y la columna encabezada por la proposición, así: 
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Otra manera de construir esta tabla de verdad de ~p ^ ~g) es la siguiente: Primero trácese la 
tabla. 


Escribiendo la proposición en la fila superior а la derecha de las variables de la proposición. Cada va- 
riable o conectiva encabeza una columna. Los valores de verdad se anotan luego en la tabla en varios 
pasos, así: 


La tabla de verdad de la proposición queda formada por las columnas encabezadas por las variables 
y por la última columna completada en el último paso 


TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCION 


Algunas proposiciones Pp, q. ...) tienen solo V en la última columna de sus tablas de verdad. 
Es decir. que la proposición PIP. д. ) será siempre un enunciado verdadero sean cuales fueren los 
enunciados py. qa... verdaderos o falsos por los que se sustituyan las variables. Estas proposiciones 
se llaman. routologias 


Definición 14-2: Una proposición Ptp. q. ...) es una tautologia si Р(ро. qo. . ..) es verdadera para 
cualesquiera enunciados po. qo. +++ 

De manera análoga 

Definición 14-3: Una proposición Рр. q. . . .) es una contradicción si Plpo. qo. - +.) es falsa para cua- 


lesquiera enunciados Pp. qo. ... О sea que una contradicción solo contiene F en la 
ültima columna de su tabla de verdad. ` 


Ejemplo 8-1: La proposición «p o no p». es decir p v ~p es una tautologia, cosa que se verifica al construir 
una tabla de verdad 
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Ejemplo 8-2: La proposición «p y no p», es decir p л =p es una contradicción, lo cual se ve por la tabla 


Ejemplo 8-3: Un principio fundamental del razonamiento lógico. la «ley del silogismo». dice que: «Si p im- 
plica y y q implica r, entonces p implica r». Esto es, la proposición 


[0 aalan] => (р т) 


es una tautología. Lo que se ve por la tabla de verdad: 


т)] 


uumm---c- 
"1ч < < чощ < < 
Чч цо < <y y<< 
„Ж. EL LOL E 
YE Ж Жз ce 


| 


СЕБЕК 


Рахо 


En esta tabla se necesitan ocho filas ра! arcar todas las combinaciones de V y F para 


las tres variables p, q y r. 


Como una tautologia es siempre verdadera, la negación de una tautologia será siempre falsa. о 
sea que se trata de una contradicción: y vicevei En otras palabras. 


Observación 14-2: Si P(p. q. .) es una tautología, entonces ~ P(p. q. ...) es una contradicción, 
y vicevers 

Sean ahora P,(p. q...) Ру\р, д... -). ... proposiciones cualesquiera y sea P(p, q. ...) una tau- 
tologia. Entonces P(p. q. . . .) no depende de los valores particulares de verdad de p, q, . . . Por tanto, 
si se sustituye p por Ру. q por P, en la P(p. q. ...) se tiene aún una tautologia. Dicho de otra 
manera: 
Teorema (principio de sustitución): Si P(p, q. ...) es una tautologia, entonces 

Р(Р\. Р... \ 


es también una tautologia para cualesquiera proposiciones P,, P3. 


EQUIVALENCIA LOGICA 


Dos proposiciones P(p. q. ...) y Q(p. q. ) se dicen lógicamente equivalentes si sus tablas de 
verdad son idénticas. Se denota la equivalencia lógica de P(p. q. ...) y QIP. q. ) por 


P(p.q....) = Qlp.q....) 


Ejemplo 9-1: Las tablas de verdad de (p — q) ^ (q — p) y p» q son como sigue 
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p y te | ap] pe^ Р ч |р 
viv у у у viv v 
VIF F у Е VIF F 
в |у у Р F F | yv F 
РЁ у \ у F у 


Luego (рт 4) л (4 р) = рф. 


Ejemplo 9-2: Las tablas de verdad siguientes múestran que p —^ q y ~p v q son lógicamente equivalentes. 
esto es, que рзд = =p v4q 


Los teoremas que siguen son consecuencias de estas definiciones dadas en lo que precede. 


Teorema 14-1: La relación entre proposiciones definida por 
Plp.q....)= OP. q...) 


es una relación de equivalencia. Es decir: 


(1) para todo Pip, q. ...). Pip. q. .. 


Pido de 
(2) si Pip, q. ...) € Обр. q.-...). entonces О(р. q. ... 


= Рр, q... di 


B) si Pp, q. ..)=Qlp. q. ...) y Обр. q. ...) = Rip. q. ...) entonces 
Pip, ч. ...) = Rp 4... .). 


Teorema 14-2: Рр. q. ...) = Обр. 4... .) si, y solamente si, la proposición 


Pip. q....)e О(р.4....) 


es una tautología. 


Teorema 14-3: Si Pip. q. ...) у Q(p. q. ...) son ambas tautologías o bien ambas contradicciones, 
entonces Рр. 4 = QU. 4. ) 


El siguiente corolario es una consecuencia del principio de sustitución en las tautologías y del 
Teorema 14-2 anterior. 


Corolario 14-1: Si Pip. q... 


= Qip. q. ...). entonces 
PP, Р. ...) = QUA. Pa. 


para cualesquiera proposiciones Ру, Р... . 


Es decir. que. si se sustituyen por proposiciones las variables en proposiciones equivalentes. 
proposiciones que resultan son también equivalentes. 


. las 


ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Las siguientes proposiciones son lógicamente equivalentes: 
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Teorema 144: (la) pvp = р (15) pap =p 
(2a) (реа) ут = pv(qvr) (2b) (р^а)лт = рл (алт) 
(8а) руд = дур (380 paq = qap 
(4а) ру (алт) = (руд) ^ (рут) (4b р^ (аут) = (pra) (par) 
(ба) рх/ =p (5b) par=p i 
(ба) руг (60) paf =f 
(Ta) pv ~p (1) p^-p-f 
(89 =p =p (80 ="r=f, ~ = t 
(90) -(pvq) = para (90 (pg) = -py ~q 


Este teorema se puede demostrar construyendo las tablas de verdad correspondientes. Aqui гу / 
denotan variables que están restringidas respectivamente a enunciados verdaderos y falsos. 

En vista del Corolario 14-1, cualquier proposición puede sustituir a las variables en el Teore- 
ma [4-4 (excepto a г y f. que solo se pueden remplazar respectivamente por una tautologia V o por 
una contradicción F). Asi, pues. las proposiciones cumplen las leyes de la Tabla 14-1 que sigue. Nótese 
la semejanza entre las leyes del álgebra de proposiciones de la Tabla 14-1 y las leyes del ilgebra de con- 
juntos de la página 104. 


LEYES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Leyes de idempotencia 
РУР = Р 1. PAP =P 
Leyes asociativas 
(РУ УЕ = Pv(QvR) 2b. (Рл Ф) л В 
Leyes conmutativas 
PvR = QvP ЗЬ. PAQ = QA 
Leyes distributivas 


Pv(Q^R) = (РУ 9) л (РУ R 4b. PAQUR) = (Р ФУ (Рл №) 
Leyes de identidad 


PvF P 
Ру ГИ 


ру -P 
‚ыр е 
Leyes de De Morgan 
9b. (Рл Ө) = -Pv-Q 


Tabla 14-1 
IMPLICACION LOGICA 
Examínese el siguiente teorema: 
Teorema 14-5: Si P(p. q. ...) y QIP- 4. -. .) son proposiciones. las tres condiciones que siguen son 
equivalentes: 
0) -P(p.q....1 v Ор. g...) es una tautologia. 
(2) Pipaq...) ^ ~ Ор. 4... 1 es una contradicción. 


(3) P(p.q...2-* Обр. g....) es una tautologia. 
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En vista del teorema anterior se puede introducir la 


Definición 14-4: Se dice que una proposición P(p, q. ...) implica lógicamente una proposición 
Обр. q. ...), lo que se escribe 


P(p.q....) О(р. 9...) 
si se verifica una de las condiciones del Teorema 14-5. 


Ejemplo 10-1: La proposición «p implica q y y implica г» implica lógicamente la proposición «p implica r», 
pues, como se muestra en el Ejemplo 8-3. 


(= 4) ^ (47 т)] ^ (p^) 
es una tautologia. О lo que es lo mismo. 


(p^qb)^(qr > p^r 


Ejemplo 10-2: Considérese la tabla de verdad de 


Obsérvese que (p ^ q) ^ (p v q) es una contradicción: luego p ^ 4 =p v q. 
Teorema 14-6: La relación entre proposiciones definida por 


Pip. а4....}= QP. д... ) 


es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir: 


(1) Р(р,9,...) > Р(р,9,...). 


(2) Si Рр, ф,...) > Qi», 6...) y Qi, a, ...) > Р(р, q, ...), Emoxe 
Р(р, q, ...) = Ө(р, q, ...). 


(3 Si Plp,q,...) > Q(.a 
Р(р,9,...) > R(»,q, . 


-) y QP, 9...) > R(p,q,...), Entonces 


Vale tambien la condición siguiente: 
Teorema 14-7: Si Pip, 9. ...) = Q(p. q. .. .) entonces, para cualesquiera proposiciones P,. Р. 
РР. Р... .) > О(Р,. Р... .) 


Es decir. si una proposición implica lógicamente otra, la relación sigue siendo válida cuando se 
sustituyen las variables por proposiciones arbitrarias en las proposiciones originales. 
Observación 14-3: Considerando los simbolos 
эу» 
obsérvese que 
P(p. q....)— QU. q...) 


es precisamente una proposición y que su tabla de verdad solo puede contener 
o bien V o bien F en la última columna. Pero 


Pip. 4....)= QUo. q.. 
define una relación entre proposiciones compuestas. a saber. que la proposición 
vous Pip. q...) > Qip.q...) 


solo tiene V en la última columna de su tabla de verdad, o sea que es una tautologia. 


3 
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Observación 144: Considerando ahora los símbolos 
> «у= 
obsérvese que 
Рр. g SR QA 
es también precisamente una proposición compuesta y que su tabla de verdàd 
puede tener en la última columna tanto V como F. Pero 


Pip. 4...) = Оф...) 


detine una relación entre proposiciones compuestas estableciendo que P(p, q. ...) 
y Qip. q, ...) tienen tablas de verdad idénticas, o lo que es lo mismo, que 


P(p.q....) О(р,4....) 
solo tiene Y en la última columna de su tabla de verdad. Siendo así que, hablando 
en pura lógica, no cabe distinguir entre dos proposiciones equivalentes, hay 
autores que usan el signo = en vez del =. 


ENUNCIADOS LOGICAMENTE VERDADEROS Y LOGICAMENTE EQUIVALENTES 


Se dice que un enunciado es lógicamente rerdadero si se le puede derivar de una tautología, es de- 
cir, si el enunciado es de la forma P(po, qo. . . .), donde P(p, q, ...) es una tautologia 


Ejemplo 11-1: Scan los siguientes enunciados: 


(1) Está lloviendo. 
(2) Está lloviendo o no está lloviendo. 


El primer enunciado puede ser verdadero; su valor de verdad depende de condiciones extrín- 
secas al enunciado mismo, es decir. del tiempo climático. El segundo enunciado es lógicamente 
verdadero, ya que se puede derivar de la tautologia p v ~p. Es de ver que su valor de verdad 
no depende de condiciones extrinsevas al enunciado mismo. 


Asimismo, se dicen lógicamente equivalentes los enunciados de la forma Р(ро, do. ...) у O(Po. 
do. +.) si las proposiciones P(p, 9... .) у Q(p. q. . . .) son lógicamente equivalentes. 


Ejemplo 11-2: Como ~ (о ^ q) = =p v ~ q.elenunciado «No es verdad que las rosas son rojas y que las vio- 
letas son azules» es lógicamente equivalente al enunciado «Las rosas no son rojas o las viole» 
tas no son azules». 


Observación 14-5: Téngase muy en cuenta que el propósito principal de este capitulo es el de mos- 
trar que los polinomios boolianos, o sean las proposiciones, junto con sus tablas 
de verdad, tienen ciertas propiedades algebraicas. No se ha tenido la intención de 
analizar los fundamentos lógicos de los. supuestos aquí utilizados. 


Problemas resueltos 


ENUNCIADOS 
l. Sean p «Hace frio» y q «Está lloviendo». Describir con un enunciado verbal las siguientes 
aserciones: А Ё 
(1) ~p (B) p> ~q nr 
(2) pag (6 ev ~p (10) (рл ~9) >p 
(3) руя (7) ~pa ~g 
(4) дөр (8) pe ~q 
Solución: 


En cada caso, transcribir A, у, ~. —* y e por «y». «o», «es falso que» o «no», «si . . . entonces» y «si, y solo 
si», respectivamente. simplificando luego la oración. ш 
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(1) Мо hace frio. 
(2) Hace frio y está lloviendo. 

(3) Hace frio o está lloviendo. 

(4) Está lloviendo si, y solo si. hace frio. 

(5) Si hace frio. entonces no está lloviendo. 

(6) Está lloviendo o no hace frio. 

(7) No hace frio y no está lloviendo. 

(8) Hace frio si, y solo si,-no está lloviendo. 

(9) No es verdad que no está lloviendo. 

(10) Si hace frío y no está lloviendo, entonces hace frio. 


2. Sean p «El es alto» y q «El es galán». Escribir los siguientes enunciados en forma simbólica 
con p y q. 
(1) Eles alto y galán. 
(2) El es alto pero no es galán. 
(3) Es falso que él es bajo o galán. 
(4) El noes ni alto ni galán. 
(5) El es alto, o el es bajo y galán. 
(6) No es verdad que él es bajo o que no es galán. 


Solución: 
(Mena (3) ~(~p v q) (5) pv(-p^q 
(2) p^ ~q (4) ~p ^ ~q (6) ~(~p v ~q) 


3. Determinar el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados compuestos. 
(1) Si3 + 2 = 7, entonces 4 + 4 = 8. 
(2) No es verdad que 2 + 2 = 5 si, y solo si, 4 + 4 = 10. 

(3) Paris está en Inglaterra o Londres está en Francia. 
(4) Noes verdad que 1 + I = 3o que 2? + 1 = 3. 
(5) Es falso que si París está en Inglaterra, entonces Londres está en Francia. 


Solución: 


(0) Sca p «3 + 2 = 7» y sea q «4 + 4 = 8». Nótese que p es falso y q es verdadero. Según V,. p — q es verda- 
dero. Es decir, el enunciado propuesto es verdadero. 

(2) Sea p«2 + 2 = 5» sea q «4 + 4 = 10» y sea r «p ssi q». Es claro que p y q son falsos; luego por V, p q 
es verdadero. esto es. r es verdadero. Como r es verdadero, el enunciado, que es la negación de r, es falso. 

(3) Sea p «Paris está en Inglaterra» y q «Londres está en Francia». Evidentemente p y 4 son falsos; рог tanto, 
según V,. el enunciado dado. р v q. es falso. 

(4) Sea p el t I= 3» y q «2 + 1 = 3», y sea r «p о q». Nótese que p es falso y q verdadero; entonces, 
por У. p v q que es r. es verdadero. Como el enunciado propuesto es ~r, es falso. 

15) Sea p «Paris está en Inglaterra» y g «Londres está en Francia» y sea ғ «Si p entonces q». Siendo p y q falsos, 


entonces, por Va. р — q es verdadero, esto es. г es verdadero. En consecuencia, el enunciado propuesto, ~r. 
es falso. 


TABLAS DE VERDAD DE PROPOSICIONES 
4. Hallar la tabla de verdad de cada proposición. 


(1) paq (8) (P ^a) > (pv 4) 
(2) ~(p > —4) (4) ~(p a). ~(9 ap) 
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Solución: . 
a) 
p »ple]- » ^ 4 
vivir F viriv]|r]v 
у |F|F F У ЕЈ Е УДЕ [Е 
ғ уру у riv|ivir|v|v 
Fj|rF|V F F|F|v F|F|F 
Paso 2|1[83]|!1 
меой 1 Método 2 


Paso 


Mendo t Método 2 


(рл) > (ру 4) 


Paso 


Менйн 1 Método 2 


Se ve que (p ^ q) (p v q) es una tautologia 


(4) 
(рл) У (q ep) 


A 
N 
F 
F 
F 
2 


Metodo 2 


Por lo general. si una proposición es muy complicada, con el segundo método se invierte menos tiempo 
y espacio. 
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5. Hallar la tabla de verdad de cada proposición. 
(Do пем (р д) O [р (еу r)i) ^ [фу (ре 0] 
Solución: 
(1) 
+ 4) 
F F M 
viv F 
У Е У 
F|F|V|F 
WENA E! 
r v 
У Е У Р 
F F Е Е 
у у у у 
Е у у Р 
у Р у Р 
Р F F F 
у У у F 
F N у у 
2 3 6 
NEGACION 
6. Verificar. por tablas de verdad, que la negación de p A q. p v q, р» чур < es lógicamente 


equivalente à =p v ~q, =P ^ ~q, pA ~q y pe» ^q о =p+q, respectivamente. Es decir, 
verificar que E 


(Do (фла) = =p у ~q (Ley de De Morgan) B) -(рәд)=рл q 

(2) (ру фі = <р л ~q (Ley de De Morgan) (4) ~p Ep ~q =p д 
Solución: 

m 


(2) 

(3) 
p |a | р-а | (род) | ~va | pra 
viv М Е Е Е 
Уј Е F у у у 
Е [У у F F F 
FiF v F isv F 


САР. 14] 


7. Verificar: ~~ p 


(4) 
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8. Mediante los resultados de los Problemas 6 y 7, simplificar las siguientes proposiciones. 


(1) ~ (ру ~) (8) ~ (p^) (8) ~ (~p © д) 
(2) ~ (~p > 4) (4) ~ (-рл ~) (6) ~ (~р > ~) 
Solución: 

() -(pv-q) = -p^--q = -p^q 

(2) —(-p^4) = ~pa ~ 

(8) “(paq = ~pv ~~q = -pva 

(4) (paq) теру q = руд 

(б) -(-pe€xq 8 --peoqg=peoq 

(6) —(=p+3q) & «pcc wm 


Simplificar los siguientes enunciados. 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


No es verdad que las rosas son rojas implica que las violetas son azules. 
No es verdad que hace frío y está lloviendo. 

No es verdad que él es bajo o galán. 

No es verdad que hace frío o que está lloviendo. 

No es verdad que si está lloviendo entonces hace frio. 

No es verdad que las rosas son rojas ssi las violetas son azules. 


Solución: 


a) 


Q) 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


Sea р «Las rosas son rojas» y sea q «Las violetas son azules». El enunciado dado se puede denotar entonces 
por =(p — 4). Por el Problema 6, ~(р — q) =p ^ ~q. Así que el enunciado es lógicamente equivalen- 
te a «Las rosas son rojas y las violetas no son azules». 


Como =(p A q) = ~p v ~q este enunciado es lógicamente equivalente a «No hace frio o no está По- 
viendo. 
Puesto que ~ (р v q) = =p ^ ~q, este enunciado es lógicamente equivalente a «El no es bajo y no galán». 


Nótese que ~(~p'v q)= ==paA-=q=pA ~q. Así que el enunciado, que se puede denotar рог 
=(=p v q), donde p es «Hace frío» y q es «Está lloviendo», se puede escribir «Hace frío y no está llo- 
viendo». 


Como -(p— 4) =p ^ ~q, el enunciado se puede escribir «Está lloviendo y no hace frío». 


Сото ~ (р =» 4) = p = ~ q, este enunciado es lógicamente equivalente a «Las rosas son rojas ssi las viole- 
tas no son azules». 


202 


EQUIVALENCIA LOGICA 


10. (1) 


Solución: 
(0 


(2) 


Construyendo una tabla de verdad para cada caso: 


ayyy cju 


Demostrar la ley asociativ: 


ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


(p^qi^rsph^i(íq^r) 
(2) Demostrar la ley distributiva: p v (q ^ r) = (p v д) ^ (p v r). 


» |а т pra | paonr | алт pataan 
viv]v у | E V Y 
viv|F у F F F 
уву Е Е Е F 
у |к|Е F F F F 
F|v|v F F v F 
F|v|FrF F F F F 
е || у Е Е Е F 
F|F|F F F F F 
¡ACA | 
4 T ал+ | ру (алт) [ova Pros 
viv у у у M 
Е Е у у у 
Е |у Е у у у 
Е | Е Е у у у 
Vv у у у у 
у |р F F у Е 
Е | у Е Е Е Е 
F|F F F F F 


[CAP. 14 


11. Demostrar que la operación de disyunción se puede expresar por las operaciones de conjunción 
y negación, o sea que p v q € =(=p A ~q). 


Solución: 


12. Demostrar que la operación condicional es distributiva respecto de la operación de conjunción: 
рэ (бл = (рд) л (р ғ). 


Solución: 


|а | + 

у|у[у[ v v у 
у [ув fF Е у 
у [ев (у |в Е F 
v|ir|rF| F F F 
к|у|у]/ у у у 
Е |у [т | F v v 
FirF|v| F у у 
Fi rir]r у y 


ceca y<< 


poa | рэт | (р 9) ^ (ют) 
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ALGEBRA DE PROPOSICIONES 
13. Con las leyes del álgebra de conjuntos, simplificar: 


(1) (Pv Q)a ~P, (2 Pv (Рл 0), (3) -(P;. Q) v (-P^Q) 


Solución: 


(0 (PvQ--P = -РА(РУ Ф) = (-РАР) У (-Р Q = Fvt-P^Q = -P5Q 
(2) Pe«(P^Q = (PAT)v(P^AQ = PaT Q= РАТ SP 
(3) -PvQetPAQ = (-P^-Qv(t-P^Q PQ) -PAT = -P 


IMPLICACION LOGICA 


14. Decir entre lo que sigue qué es verdadero o falso: (1) p = p ^ 4. (2) p — p v q 
Solución: + 
Constrüyanse las tablas de verdad de p — (p ^ фур +p v ql 


р | а {| рле | р- (рл) | руч | ре фу 
у Гу v ү V у 
y F F F у у 
F|V F у у v 
F|F F v F v 


Nótese que p — (p A q) no es una tautologia; luego (1) es falsa. 
Nótese que p — (p v q) es ùna tautologia: luego (2) es verdadera. 


15. Demostrar que p ^ q implica lógicamente p e» q. 
Solución: 
Constrúyase la tabla de verdad de (p ^ q) — (p.e q). 


Como (p ^ q1— (р ++ 9) es una tautologia, p ^ q — p += q. 


16. Demostrar el Teorema 14-7: Si P(p, q, ...) > Q(p. q. . . .), entonces 
P(Ps Ps...) э QU Pos...) 
Solución: 
Obsérvese que Р(р, ф....) = Q(p. q,...) si, y solo si, 
S Pipa...) = Qipa- 


es una tautologia. Por el principio de sustitución, 


е P(P Py ss) = QU Pa...) 
es también una tautologia. Es decir, 


Р(Р\,Р»ь,...) 9 QUUP,...) 


17. Demostrar: Sea P(p, q, . . .) una proposición; entonces p > p v Р(р, 4. ...). 
Solución: 


Por el Probicina 14, p = p v q. Por el Teorema 14-7. P(p, q, . . . ) puede sustituir a q. es decir, 
р > pvP(pqe..) 
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18. Demostrar: Si P(p. q. ...) = О(р. д... .). entonces О es verdadera siempre que P lo sea. 


Solución: 

Nótese que Рр. q. ..)=> О. q. ... ) si. y solo si. Plp, q. ...) > Оф. q. ) es una tautologia, esto es, 
siempre es verdadera. Por V4 po — до ех falso si ро es verdadero y gy es falso: por tanto. si Pip, 4... 15 
verdadera, entonces Qlp. q... . ) debe ser también verdadera. 


PROBLEMAS DIVERSOS 
19. La conectiva proposicional v se llama disvunción exclusiva; p v q se lee «p o q pero no ambos» 
(01). Construir una tabla de verdad para p v q. 
(2) Demostrar: p v q = (p v д} ^ =1p ^ q). Por tanto, v se puede escribir empleando las 
` tres conectivas primarias v. ^ у ~. 
Solución: 
(1) Nótese que р v q es verdadero si p es verdadero o g es verdadero, pero no lo es si ambos p y q son verda- 
deros: de ahí la tabla de verdad de p v q: 


(2) Sea la siguiente tabla de verdad: 


Como las tablas de verdad de p v q y (p v q) ^ =(p ^ q) son idénticas. pv д = (p ^ д) ^ «p ^ qh 


20. La conectiva 1 es la conjunción negativa; p 1 q se lee «Ni p ni q». 
(1) Construir una tabla de verdad para p 1 q. 
(2) Demostrar: Las tres conectivas v. ^ y ^ se pueden expresar con la conectiva | como 
sigue: 
(а) ^p =plp (0) poa = pipr)l(ala, (о) руя = (plaito. 


Solución: 
(1) Nótese que p lq es verdadero si no es verdadero p ni es verdadero у; asi, pues, la tabla de verdad de 
річ es ésta: 
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MN 


22. 


(21 (ау (5) 


Hay a lo más cuatro proposiciones diferentes en una variable que no son equivalentes. Las tablas 
de verdad de tales proposiciones son como sigue: 


Hallar las cuatro proposiciones dichas. 
Solución: 
Nótese que 


Luego Рр) = p у =p. Pap) = p. Рур) = =p. Pip) = p ^ <р. 


Hallar el nümero de proposiciones diferentes no equivalentes de (1) dos variables p y q. (2) tres 

variables p. q y r. (3) n variables р. P2..... Pp 

Solución: 

(1) La tabla de verdad de una proposición P(p. q) contendrá 2? = 4 filas. En cada fila pueden aparecer V o F; 
así. pues, hay 22° = 2* = 16 diferentes proposiciones P(p. 4) no equivalentes. 

(2) La tabla de verdad de una proposición P(p. q, r) contendrá 2* — 8 filas. Como en cada fila pueden apa- 
recer V o F. habrá entonces 22' = 2* = 256 proposiciones diferentes no equivalentes Pip. q. r). 

(3) La tabla de verdad de una proposición P(p,. . . . p,) tendrá 2" filas; por consiguiente, como se vio antes. 
habrá en este caso 2?” diferentes proposiciones no equivalentes P(p,..... P 


Denótese con Ард p ^ q y соп Np =p. Escribanse las siguientes proposiciones empleando 
AyNen vezde ^ y ~. 


(1) paa (3) ~p a (~q a r) 

(2) ~(~p ^ 9) (4) (Da ~a) a (~a a ~r) 
Solución: 
(1) pa~a = p^Nq = ApNq 
(2) (paq) = -(Np^q) = -(ANpg) = NANpq 


(8 =pa(qar) = Мрл(Мелт) = Npa (АМ) = ANpANqr 
(4) ~(p a ~a) л (~q a ~r) 5 -(ApNg) ^ (ANaNr) = (NAPNg) ^ (ANqNr) = ANAPNGANqNr 


Nótese que no hay paréntesis en la respuesta final cuando se usan A y N en vez de ^ у ~. Se demuestra 
que no son necesarios. Y, además, como toda conectiva es lógicamente equivalente a A y N, es decir. a л y ~. 
la notación anterior basta para cualquier desarrollo del álgebra de proposiciones. 
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24. Escribir las proposiciones siguientes utilizando ^ y ~ en vez de A y N. 
(1) NApq (3) ApNq (5) ААрдт (7) NAANpqr 
(2) ANpg (4) ApAqr (6) ANpAqNr (8) ANAPAGpAANqrp 
Solución: 
(1) NApq = №рл д) = ~(рл 9) (3 ApNq = Ар(— = p^-q 
(2) ANpg = A(-pq = -p^q (4) ApAqr = Ap(q^r) = р^ (9 лт) 
(5) ААрдт = А(р л gr = (рл) лт . 
(6) ANpAqNr = ANpAq(-r) = ANp(q ^ ~r) = A(-p(q^-r) = ~p ^ (9 a~r) 
(7) МААМрат = NAA(-pqr = МА(-рл gr = Niragar] = ler л т] 
(8) ANApAqpAANqrp = ANApAqpAA(-qQ)rp = ANApAqpA(-q ^ r)p = ANApAqp[(-q ^v) ^ v] 
ANAp[a ^ p]-a4 ^) ^ »] = AN[p ^ (9 ^ plia ^ n) ^ p] 
= A-[p^(a^ Ра ^r лр) = ~(рл (лр) л (9 лт) л Р] 
Problemas propuestos 
ENUNCIADOS 
25. Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz». Expresar por enunciados verbales los siguientes enunciados sim- 
bólicos. 
(1) pva (3) азр (5) qe ~p (7) --p 
(2) рла (4) pv ~a (6) —р-4 (8) (~p ^g) >p 
26. Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz». Escribir en forma simbólica los siguientes enunciados 
(1) El no es rico ni feliz. 
(2) Ser pobre es ser infeliz. 
(3) Uno nunca es feliz si es rico. 
(4) El es pobre pero feliz. 
(5) El no puede ser rico y feliz. 
(6) Si él es infeliz es pobre. 
(7) Si él no es pobre y feliz, entonces es rico. 
(8) Ser rico es lo mismo que ser feliz 
(9) El es pobre o bien es rico e infeliz. 
(10) Si él no es pobre, entonces es feliz. 
27. Sea p «El es rico» y sea q «El es feliz». Escribir los siguientes enunciados condicionales en forma sim- 
bólica. 
(1) Si él es pobre, él es feliz. 
(2) Ser pobre implica ser feliz. 
(3) Hay que ser pobre para ser feliz 
(4) Ser rico es suficiente para ser feliz. 
(5) Ser rico es necesario para ser feliz. 
(6) El es pobre solo si es infeliz. 
28. Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados: 
(1) Si 5 < 3, entonces —3 < —5. 
(2) No es verdad que 2+2=4 6 3 + 5— 6. 
(3) Es verdad que 2 - 244 y 34 3— 6. 
(4) Si 3 < 5, entonces —3 < —5. 
29. Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados: nd 


(1) No es verdad que si 2 + 2 = 4 entonces 33-50 1 & 1 — 2. 
(2) Si 2 + 2 = 4, entonces no es verdad que 2 + 1 = 3y 5 + 5 = 10. 
(3) No es verdad que 2 + 7 = 9 si, y solo si, 2 + 1 = 5 implica 5 + 5 = 8. 
(4) 512 + 2 + 4, entonces no es verdad que 3 + 3 = 7 ssi 1 + 1 = 2. 
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30. Escríbase la negación de cada uno de los enunciados siguientes de la manera más simple posible. 


(1) El es alto pero galán. 

(2) El no es rico ni feliz. 

(3) Si caen los precios de las acciones, aumenta el desempleo. 

(4) Ni Marcos ni Enrique son ricos. 

(5) El tiene cabello rubio u ojos azules. 

(6) El tiene cabello rubio si, y solamente si, tiene ojos azules. 

(7) Ambos, Marcos y Enrique son inteligentes. 

(8) Si Marcos es rico, entonces, tanto Enrique como Aura son felices. 
(9) Marcos o Enrique es inteligente y Aura es bonita. 


TABLAS DE VERDAD 


31. 


32 


Hacer la tabla de verdad de cada una de las proposiciones siguientes: 


0) ~pa ~g (8) р?(-руф . 
(2) -(-ре q) (4) (p a ~q) > (~p v g) 


Hacer una tabla, de verdad para cada proposición. 


(1) [p^ (~q 7 p)] ^ —|(р e ~a) > (a v —р)] (2) [pv ig > ~r)] ^ [=p v r) e ~q) 


EQUIVALENCIA LOGICA E IMPLICACION LOGICA 


33. 


34. 


ы 
Lad 


36. 
37. 


Demostrar: (1) р» ~9 = д ~р (8) (рл) т = (рот) У (о т) 
(2) рл (ут) = (рл) у (рл) (0) [0-97] = (рл ~r > -q| 


Establecer la verdad о falsedad de lo que sigue: 
(Dora әр Qova>p (3) 4 ә pq 
Demostrar (construyendo las tablas de verdad necesarias): 


(0 pg Э дэр (3) рл (дут) > (рла) ут 
(2) ~p Эрод (4 q > [ipaa € p) 
Demostrar: Para toda proposición P(p, q, ... p ^ PIP, 4, ...) = р. 


Si Apq denota p a q y Мр, ~p (véase Problema 23), escribir las proposiciones siguientes con 4 y N en 


vez de ^ y ~. 


1) -praq s (4) (рл) л APA ~a) 
(2) p^-(p^q) (5) [p^ (paq) ^ (pr 9) 
(3 ~(p a q) ^(p^-q (6) (~p a ~a) a [л 4) л lan p) 
Escribir las proposiciones que siguen con A y ~ en vez de A y N. 
(1) NApNq (3) AApNrAqNp (5) ANAApAqNrpAar 
(2) ANAPqNp (4) ANANqANpqNp (6) ANANpNAqNrApNAqNr 


Respuestas a los problemas propuestos 


(2) ~p e ~a, (5) -ip^q, (9 ~py (рл ~g) 

(8) q>~p, (4) рее, (6) ~p > ~q 

(1) F, (2) F, (8) Ambigua. (4) V 

(2) El es rico o feliz. (8) Marcos es rico, y Enrique o Aura son infelices. 
(2 VFFV, (4) VFVV 

(1) FVFF 

Sugerencia: Construir tablas de verdad. 

(1) Verdadero. (2) Falso, (3) Verdadero, 

(2) ApNApq, (4 ANAPINANPNq, (6) AANPNINAA pqANqp 


(2) -(p^g^-p, (4) [antena Ф] ap, (0 -[-p^ -(a^-n]^[P ^ (ал ~n) 


Capítulo 15 


Cuantificadores 


FUNCIONES LOGICAS Y CONJUNTOS DE VALIDEZ 
Sea A un conjunto dado, explícita o implícitamente. Una función lógica. o simplemente un enun- 
ciado formal sobre A es una expresión que se denota por 
р(х) 
que tiene la propiedad де que pla) es verdadera o falsa para todo а £ 4. En otras palabras, р(х) es una 
función lógica sobre 4 si p(x) se convierte en un enunciado al sustituir la variable x por un ele- 
mento a & 4. 7 
Ejemplo 1-1: Sea pix) «x + 2 > 7». Asi, pues. р(х) es una función lógica sobre М, el conjunto de los nüme- 
ros naturales. 
Ejemplo 1-2: Sea р(х) «x + 2 > 7». Entonces р(х) no es una función lógica sobre C. el conjunto de los nú- 
meros complejos. pues las desigualdades no se definen para todos los nümeros complejos 
Si р(х) es una función lógica sobre un conjunto A, entonces el conjunto de elementos a £ А que 
tienen la propiedad de que p(a) es verdadero, se llama conjunto de validez V, de р(х). En otras palabras, 
{х |хє A, р(х) es verdadero) 
о, simplemente. 


ix | 20) 


Ejemplo 1-3: Considérese la función lógica «x + 2 > 7» definida sobre N, el conjunto de los números na- 
turales. Entonces 


{z | хєМ,х+2>П}) = (6,7,8,...) 


es el conjunto de validez 
Ejemplo 1-4: Sea р(х) «x + 5 < 3». Entonces el conjunto de validez de р(х) sobre N es 


{z |'xeN, 2+5<8) = Ø 


el conjunto vacio. 
Ejemplo 1-5: Sea р(х) «x + 5 > 1». El conjunto de validez de р(х) sobre N es 


{еа | z+5>1} = N 
Es de notar, por los ejemplos anteriores, que si р(х) es una función lógica definida sobre un con- 
junto A, entonces р(х) puede ser verdad para todos los x € A, para algunos x € А o para ningún хє А. 
CUANTIFICADOR UNIVERSAL 
Sea р(х) una función lógica sobre un conjunto. 4. Entonces 
(Vx e A) pix) o V. pix) о ` Yx, р(х) (1) 
es un enunciado que dice «Para todo elemento x de A. р(х) es un enunciado verdadero», o, simplemen- 
te, «Para todo x. р(х)». El símbolo v 


que se lee «para todo» se llama cuantificador universal. Nótese que (1) es equivalente a la aserción con- 
juntista de que el conjunto de validez de р(х) es todo el conjunto A, esto ез. 


V,=[x|xe4. р(х)} = А (2) 
Ejemplo 2-1: Sea M el conjunto de los hombres. Entonces «Todo hombre es mortal», se puede escribir: 


(Vx e Мух es mortal) 
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Nótese que р(х). por sí solo. es un enunciado formal y. por consiguiente. по tiene un valor de ver- 
dad. Pero р(х} con el cuantificador Y precediéndole. es decir. Vv р(х), es un enunciado y tiene un valor 
de verdad. A la vista de la equivalencia de los enunciados (/) y (2). queda establecido que 

Qi: Si jajare 

Vx pix) es 


PU] = 4. entonces Vx pty) es verdadero: si [x |as d. ру! + d. entonces 
also. 


Ejemplo 2-2: La proposición (Vn £ Nin + 4 > 3) donde М es el conjunto de los numeros naturales, es ver- 
dadera porque 
a] «423p = E E N = NW 


Ejemplo 2-3: La proposición Ynrin + 2 > К) es falsa. pues 
{n | 2+2>8) = (1,89...) = N 


Ejemplo 2-4: El simbolo V se puede emplear para delinir la intersección de una familia de conjuntos КЕЛҮҮ 
como sigue 


Mier = le | Viel, zeA} 


CUANTIFICADOR EXISTENCIAL 


Sea р(х) una función lógica sobre un conjunto А. Entonces 
(Ixe A)p(x) o 3.p(x) о 3rp(r) (1) 


es una proposición que se lee «Existe un x є A tal que р(х) es un enunciado verdadero» o, simplemente. 
«Para algún х. р(х)». El simbolo 
3 3 


que se lee «existe» o «para algún» o «para al menos un» se llama cuantificador existencial. Nótese que 
(1) es equivalente a la afirmación conjuntista de que el conjunto de validez de р(х) no es vacio. es 
decir, 


Vp = x |xe A. px = Ø 
Por tanto, ` 


Qi: Si[x|p(x) + Ø. entonces Зх р(х) es verdadero: si (x | р(х}! = Ø. entonces Зх р(х) es falso. 


Ejemplo 3-1: El enunciado Gne N)n44 < т) 
es verdadero porque {n | n+4<7) = (12 = Ø 
Ejemplo 3-2: La proposición 3n(m + 6 < 4) es falsa porque in |n + 6 < 4 = Ø 
Ejemplo 3-3: El simbolo 3 puede usarse para definir la unión de una familia de conjuntos ¡4,|, , como sigue: 
0.14 = {z | icl, zeA} 


Observación 15-1: El símbolo > se usa frecuentemente en vez de las palabras «tal que» en muchos 
enunciados en que aparece el cuantificador existencial 3. Por ejemplo. el enun- 
ciado «Existe un número natural n tal que 50 < n? < 100» se escribe entonces 


3neN Э 50« n? « 100 


NEGACION DE PROPOSICIONES QUE CONTIENEN CUANTIFICADORES 


La negación de la proposición «Todo hombre es mortal» es «No es verdad que todo hombre es 
mortal»; es decir, existe al menos un hombre que no es mortal. Simbólicamente entonces, si M denota 
el conjunto de los hombres, entonces las sobredichas proposiciones se pueden escribir 


~ (Vx e М)х es mortal) = (3x € Mix no es mortal) 
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Mejor aún, si p(x) significa «x es mortal», se puede escribir 
~ (УхеМ)р(х) = (Ixe M) -p(z) o ~Y:p(z) = 3.~р(2) 


Cosa que, en general, es verdadera. Así, pues, 


Teorema (De Morgan) 15-1: ~ (Vx e A) р(х) = (Ixe A) plx 
Hay un teorema análogo para la negación de una proposi 

tencial. . 

Teorema (De Morgan) 15-2: ~ (3x c A) р(х 
O sea que el enunciado 


п que contiene el cuantificador exis- 


= (Vx £ A) pix). 


«No es verdad que, para todo a £ А, pla) es verdadero» 
es equivalente al enunciado 
«Existe un a £ A tal que p(a) es falso» 
De igual modo, el enunciado 
«No es verdad que existe un a £ A tal que pla) es verdadero» 
es equivalente al enunciado 
«Para todo a 4. pla) es falso» 


Ejemplo 4-1: La negación de la proposición «Para todo número natural n, n + 2 > 8 es equivalente a la pro- 
p : prop р 
posición «Existe un л tal que л + 2 $ 8». Es decir. que 
(Vic Niin + 2:> 8) = (Ine N)n + 2 < 8) 


Ejemplo 4-2: La negación del enunciado «Existe un planeta habitable» es el enunciado «Todos los planetas 
son inhabitables». En otras palabras, si P es el conjunto de los planetas. entonces 


(3x & Pix es habitable) = (Vx e P)( no es habitable) 


Observación 15-2: Aqui el significado de ~ р(х) es obvio, pues es la función lógica que se obtiene es- 
cribiendo «No es verdad que...» antes de р(х). Nótese que el conjunto de va- 
lidez de ~ р(х} es el complemento del conjunto de validez de р(х). porque 


si pla) es verdadero, entonces ~ p(a) es falso 


y viceversa. Si antes ~ era una operación de enunciados, ahora es una operación 
de funciones lógicas. 

Teniendo en cuenta además que р(х) ^ q(x)selee «p(x) y qix y que plx) v ф(х) 
se lee «plx) o glx)». se puede demostrar que las mismas leyes de las proposiciones 


valen para las funciones lógicas, por ejemplo ~ (р(х) ^ q(x)) = —p(x) Y =qlx). 


CONTRAEJEMPLO 


Por el Teorema 15-1. ~ Мх, р(х) = Ix= ply). Por tanto, para demostrar que un enunciado Vx, р(х) 
es falso, da lo mismo demostrar que 3x ~ р(х} es verdadero. esto es, que existe un elemento x, tal que 
Pixo) es falso. Un elemento хо semejante se dice un contraejemplo del enunciado Vx, р(х). 


Ejemplo 5-1: Sca el enunciado Vx. | \ | = 0. El enunciado es falso porque el número 0 es un contraejemplo, 
es decir, [0] = 0 no es verdadero. 


Ejemplo 5-2: Sea el enunciado Vx. 4? > 1. Este enunciado no es verdadero, ya que, por ejemplo, } es un con- 
traejemplo. es decir. td? $ 1. E 


NOTACION 


Sca A = 12. 3. 5! y sea р(х} «x es un número primo». Entonces la proposición 
D ‚у (Ü 


s un nümero primo y tres es un nümero primo y cinco es un nümero primo» u) 
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se puede denotar por 


p(2) ^ »(3) ^ p(5) ^ aca P(A) 
Análogamente, la proposición 
«Dos es un número primo o tres es un número primo o cinco es un número primo» (2) 
se puede denotar por 
р(2) v p(3) v p(5) V aca Pla) 


Pero (/) es equivalente al enunciado 
«Todo número de А es primo» (3) 
y (2) es equivalente al enunciado 
«Al menos un número de 4 es primo» 
A aca P(A) = Vaa pla) 


De otra manera, 
Vara Pla) = 3,4, p(2) 


asi que los símbolos a y v se usan a veces en vez de V y 3 


Observación 15-3: Si A fuera un conjunto infinito, un enunciado de la forma (/) no sería factible 
porque nunca terminaría; pero en cambio siempre se puede hacer un enunciado 
de la forma (3) aun cuando А es infinito. 


FUNCIONES LOGICAS QUE CONTIENEN MAS DE UNA VARIABLE 
Dados los conjuntos Ay. Az, +... Am se Пата función lógica (de л variables) sobre 4, x 4, x 
x A, una expresión denotada por 
Blois A 
tal que pia, .... a) es verdadera o falsa para todo n-tuple ordenado (а. .... 0,)Е (4, X А, X 
x AQ. 


а M el conjunto de hombres y W el de mujeres. Entonces «x está casado con y» es una fun- 


Ejemplo 6-1: $ 
ción lógica sobre M x W. 


Ejemplo 6-2: Sea М el conjunto de los números naturales, Entonces «x + 2y + 3: < 1%» es una función 


lógica sobre N x N x М 

Principio fundamental: Una función lógica precedida de cuantificadores para cada variable, por 
ejemplo, 
is Vadyp(x,y) o 312V2VYp(x,y,z) 


es un enunciado y tiene un valor de verdad. 


Ejemplo 6-3: Sca M = |Enrique, Marcos, Pablo}, sea W = [Carmen, Aura] y sea р(х, v) «x es el hermano 
de v». Entonces 
VrcM[ycW pe] = VeeMiyeW р(х, у) 
significa «Para todo x de M existe un y de W tal que v es el hermano de v». En otras palabras, 


todo elemento de M es el hermano o bien de Carmen, o bien de Aura 
Ejemplo 6-4: Sean M. W y рх. y) como en el Ejemplo 6-3. Entonces 


3ycW V:eM р(х,у) 
afirma que al menos una de las mujeres de Wes la hermana de todos los hombres de M. Asi. pues. 
un orden diferente de los cuantificadores da lugar a una proposición diferente 


La negación de una proposición que contiene cuantificadores puede averiguarse como sigue 
=vx[3yp(x,y)] = 3z-[ik»(w)| = 3zVyc-py) 
Ejemplo 6-5: Sean M. W y pix, у) como en el Ejemplo 6-3. Entonces 
-VxcM 3yeW pz, y) = ЗхеМ уре И —р(х,у) 


En otras palabras, el enunciado «Es falso que todo hombre es el hermano de al menos una mu- 
jer» es equivalente a «Al menos uno de los hombres no es el hermano de ninguna mujer» 
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Problemas resueltos 


Si p(x) denota el enunciado «x + 2 > 5», establecer si p(x) es o no una función lógica sobre cada 
uno de los siguientes conjuntos: (1) №, el conjunto de los números naturales; (2) M = (—1, —2, 
—3....1. (3) C. el conjunto de los números complejos. 


Solución: 


(1) Si. (2) Aunque pix) es falso para todo elemento" de M. р(х) es de todos modos una función lógica sobre 
M. (3) No. Nótese que 27 + 2 > 5 no tiene ningún sentido. Es decir. entre números complejos no está definida 
la desigualdad 


Determinar el valor de verdad de cada uno c^ los siguientes enunciados. (Aqui el conjunto univer- 
sal es el de los números reales.) 


(1) Yz, |х| = x (3Vz,zz-l»z (5) 3 z, |z| 2 0 
(2) 3х, 2 = х (4) 3 х2,2+2= 2 

Solución: 

(1) Falso. Nótese que si.xo = —3, entonces [xo] + xo 


(2) Verdadero. Porque si хо = 1. entonces 2 = ху 

(3) Verdadero. Porque todo número real es solución de x + | > x. 
(4) Falso. No existe solución para x + 2 = x. 

(5) Verdadero. Porque si v, = 0, entonces |xo| = 0 


Negar los enunciados del Problema 2 

Solución: 

(1) -Vz, |z| = z Jæ ~(|z| =x) = Jz, |z| * z 

(2) ~35, =z Vg ~(21 = х) = Vm 

(3) -Vz, z*1»z = 3х ~(z+1> z) 3zzrtl-z 
(4) —3х,т+2=х = Vz-(rt2—x) =Vx,r+2*2 
(б) ~ 3х, |х 2-0 = Vz-(x]—-0) = Vx leo 


Dado A = |1, 2, 3, 4, 5j, hallar el valor de verdad de los siguientes enunciados. 
(1) (3ze A)(z +3 = 10) (8) (Ire Al(x +3 < 5) 
(2) (Y ze A)(x +3 < 10) (4) (Vze A)(z-3- 7) 
Solución: 


(4) Falso. Ningún número de A es solución de x +3 = 10 

(2) Verdadero. Todo número de А satisface a x 3 < 10 

(3) Verdadero. Pues si xo = 1, entonces v, 3 < 5, о sea que | es una solución. 

(4) "Falso. Porque si x, = 5. entonces x; 3 47. En otras palabras, 5 no es solución de la condición dada 


Negar los enunciados del Problema 4 


Solución: 

(Ixe A)(x +3 = 10) 
(ухе Ale 8 < 10) 
~(3xe Allo +3 < 5) 


(Vze A) (2 +3 = 10) 
(Irc A) (2 +3 < 10) 
(Yze А) —(2+3< 5) 


(Vxe А)(х +3 = 10) 
(Ixe A)(z +3 = 10) 
(Ялє А)у(х +3 = 5) 


-(VzeA)z-3-7) = (3хЕА)-(х+3=1) = (Je AMx+3>7) 
Negar los enunciados: (1) Vx р(х) ^ 3r qt), (2) 3x pix) v Vy qlo). 
Solución: 
11) Nótese que (рл q) = ^p v ~q; entonces 
(Va piz) ^3yq(y) = -Vzp(z)v —-iyq(y = 3z-p(x) v Vy —a(y) 
(2) Nótese que —(p v q) = ~p A ~q; entonces 
~(Gzp(z) v Vyq(y) = -izp(z) л -Vyq(y = Vz~plz) ^ Зу —a(y) 
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7. Negar los siguientes enunciados. 
(1) Si hay un motín, alguien es muerto. 
(2) Es de día y todo el mundo se ha levantado. 


Solución: 


(1) Nótese que ~ (р — q) =p л ~q. Por tanto: 
«Es falso que es de día y todo el mundo está levantado» 
= «No es de día o es falso que todo el mundo está levantado» 
= «Hay un motín y todos están vivos» 


(2) Nótese que (р ^ q)= =p v ~q. Por tanto: 

«Es falso que es de día y todo mundo está levantado» 
«No es de día o es falso que todo mundo está levantado» 
«Es de noche o alguien no está levantado» 


8. Hallar un contraejemplo рага cada uno de los enunciados siguientes. Aquí В = (2, 3... . , 8, 9}. 
(1) Vze B, 2+5 <12 (3) УхЕВ, х2 > 1 
(2) Vx e B, xes primo (4) VxeB, х es par 
Solución: 


(1) Si xy = 7. 8 ó 9, entonces хо + 5 < 12 no es verdadero; y cualquiera de los 7, 8 ó 9 es un contraejemplo. 
(2) Como 4 no es primo, 4 es un contraejemplo. 

(3) El enunciado es verdadero; así que no hay contraejemplo. 

(4) Siendo 3 impar, 3 es un contraejemplo. 


9. Sea (1, 2. 3) el conjunto universal. Averiguar el valor de verdad de los enunciados si- 
guientes. 


(1) 30 vy,2?<y+1 (4) 3z Vy dz, x? +y? < 22° 


(2) Y x 3y, х2 +y? <12 (5) 32 dy Vz, х2 + y? < 22° 
(3) Y 1Y y, 22+02<12 


Solución: 


tl} Verdadero Porque si x = 1, entonces | < y + 1 tiene como soluciones los números 1, 2 y 3 
12) Verdadero. Pues para cada хо. sea y = 1: entonces, xj + d < 12 es un enunciado verdadero. 


(0) Falso. Porque st xo = 2 e ур = 3, entonces xà + уё < 12 que no ss попе lado" adero. 

14) Verdadero. Puessi хо = Гуго = 3, entonces el conjunto de validez de x; + vi < 220. моку 1 a? e IR 
es el conjunto universal {1, 2, 3}, 

(51 Falso. Pues si z, = 1, entonces x? + y? < 2x3 carece de solución 


10. Sea 4 = 1. . 9, 10]. Considerando los siguientes enunciados formales. decir del que es 
enunciado, si es verdadero o falso; y para el que sea una función lógica determinar el conjunto 
de validez. 


(1) (Vze A3yeA) Э (zy < 1) (3) (Vze A(Vye A)z +y < 14) 
(2) (Vy e Az +y < 14) (4) (3y e Az +y < 14) 


Solución: 

(11. El enunciado formal en dos variables está precedido de dos cuantificadores; es. pues, un enunciado, que, 
además, es verdadero. 

(2) El enunciado formal está precedido por un cuantificador: asi que es una función lógica de la otra variable. 
Nótese Es para todo y £ A, Xa + y < 14 si, y solamente si, x, = 1,2 0 3. Asi que el conjunto de validez 
es il 

(3) Es un ai К y es falso. Porque si хо = 8 e у, = 9, entonces xo + Yo < 14 no es verdadero. 

(4) Es un enunciado formal en x. El conjunto de validez es 4 mismo. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


19. 
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Negar los siguientes enunciados. 
(1) 32 Vy, р(х, y) (4) Vz 3y (р(х) v ч(у)) 

(2) V z Vy, p(z,v) (5) 32 Vy (p(z, y) > alz, y) 
(3) 3 y 3z Yz, р(х, у, 2) (6) Зу 3z (p(x) ^ —a(v)) 


Solución: 


a) 
(2) 
(8) 
(4) 
(5) 
(6) 


~(3z V y, plz, y) Ух Зу plz, v) 
~(Yz Yy, plz, y) 32 Зу —р(хуу) 
~(3y За Yz, pz y, 2) Vy Yz 3z -p(x y, z) 


(Ve Зу (рх) v a)] = 3zVy-(»z)veu) = 3z Yy (~plz) 


[CAP. 15 


a ~alu)) 


~|3x Yy (р(х, y) > qz y)] = Vz3y-(p(z y) qi) = Vedy (plz, y) ^ ~ale, y)) 
~[3y 3x (plz) л ~400)) = Ууух (р(х) л ~au) = Yy Ух (=p(x) v alu) 


Dado el enunciado siguiente, que es la definición de que la sucesión a, az, ... tiene por límite 
cero: 


Yc»0 Зп Vn (n>no > [as| « 9) 


Negar dicho enunciado. 


Solución: 


-[Ve03m Vn (n»n > la « 9] 


wow w 


Problemas propuestos 


3.20 V mo 3n ~(n> m — Jan] € e) 
3e»0 Vn» Зп (п> т ^ —(Jan| < е) 
3620 Уло 3n (п> по л lan] * €) 


Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados. (Aqui el conjunto universal es el de los núme- 


ros 


reales.) 
(1) Vz, 21 = х (4) Vx, 2-3 <= 
(2) dx, 25 = x (5) 3 х, 2!—2z 5 = 0 
(3) 32, 2 + 32-2 = 0 (6) V х, 22 + 3x = 5x 


Negar los enunciados del Problema 13. 


Sea (1, 2, 3, 4) el conjunto universal. Determinar el valor de verdad de cada enunciado: 


(1) Ve, 2+3<6 (8) Vx, 2—10 = 8 
(2) 32, 2+3 <6 (4) Jz, 221 x = 15 


Negar los enunciados del Problema 15. 


Negar los enunciados: (1) Yæ p(x) ^'3z q(x), (2) Jy piy) ^ Yz —q(z), 


Negar los siguientes enunciados. 


(1) 
(2) 
(3) 


Si el maestro está ausente, algunos estudiantes по terminan su tarea: 
Todos los estudiantes terminaron su tarea y el maestro está presente. 
Algunos estudiantes no terminaron su tarea o el maestro está ausente. 


(3) Зх —p(z) v Vu qiz). 


Dar un contraejemplo para cada enunciado falso. Aquí es (3, 5, 7, 9] el conjunto universal. 


(1) Ух, 24377 (3) Yz, æ es primo 
(2) V z, es impar (4) Vz, |z| = 2 


n 
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20. Negar los enunciados del Problema 19. 


21. Sea (1. 3; el conjunto universal. Determinar el valor de verdad de cada enunciado 
(1) V z Vy, z*+2y < 10 (3) V z3y, х -2y < 10 
(2) 3 x Vy, x! + 2y < 10 (4) Эх Зу, х? + 2у < 10 


22. Negar los enunciados del Problema 21. 


23. Negar los siguientes enunciados: 


(1) Vr3 y Yz plz, y, 2) (3) Vady (p(z y) > 900) 
(2) 3x Vy (piz) v —q() (4) Jr Зу (р(х) ^ 9(0)) 
24. Sea 11. 2. 3. 4. 5] el conjunto universal. Hallar el conjunto de validez de las siguientes funciones lógicas. 
(1) Jz, 22+y<7 (3) Y r, 22 +y € 10 
(2) Зу, 2х+у<7 (4) V y, 2x t y < 10 


Respuestas a los problemas propuestos 


13. (2) V, (5) Е 

М. (1) dz, зек (4) dzx-87z (Б) Ух, 21-25450 
15. (1) Е, (у 

16. (2) Vx,x+3=6 (3) Jx, х*—10> 8 

17. (2) Зур) ^ Зх а(х) (3) Vr р(х) ^ Jz -q(z) 


18. (1) El maestro está ausente y todos los estudiantes terminaron sus tareas. 
(2) Algunos estudiantes no terminaron su tarea о el maestro está ausente. 
(3) Todos los estudiantes terminaron su tarea y el maestro está presente. 


19. (1)3, (3)9 


20. (1) dz, х+3<7 (3) Jz, x no es primo 
(2) de, x cs par (4) lx, [dz 


21. (2V, (3) Е 
23. (2) Ух Зу (-p(x) ^ 900) — (3)3 z Чу(р(х,у) ^ -q(u) 


74 (1) {1,2,3,4}, (2) {1,2}, (3 Ø, (4) (1,2) 


Capítulo 16 


Algebra booliana 


DEFINICION 


- Se ha visto que los conjuntos y las proposiciones poseen propiedades análogas. vs decir. que cum- 
plen leyes idénticas. Son estas leyes las que se emplean para definir una estructura matemática abstracta 
llamada álgebra booliana. por el nombre del matemático George Boole (1813-1864). 


Definición 16-1: Un álgebra booliana es un conjunto В de elementos 4. ^. ... dotado de dos ope- 
raciones binarias llamadas suma y producto. que se denotan respectivamente per 
+ y * tal que: 


Bo. Ley de clausura: Para cualesquiera a. he B. la suma « + h y el producto 
u ж b existen y son elementos únicos de В. 


B,. Ley conmutativa: 
(la) a+b = b+a (10) a«b = ржа 


В,. Ley asociativa: 

(2a) (aA+b)+c = a+ (bc) (2b) (a* b) же = a*(bwc)- 
B, Ley distributiva: 

(3a) a + (b*c) = (a +b)» (a+c) (30) а*(Ь+с) = (а + 0) + (а * с) 


B,. Elementos neutros: Existen un neutro aditivo 0 y un neutro multiplicativo 
U tales que. para todo ак B. 


(44) а+0 =a (4b а* 0 = a 

Bs. Complemento: Para todo «e B existe un «u'e В llamado complemento de a. 
tal que 
(5a) a+a! = U (5b) ажа = 0 


Observación 16-1: Nótese que, por definición, una operación binaria cumple la ley de clausura: no 
era, pues, necesario establecer explicitamente el axioma Bo 


Ejemplo 1-1: Sea B = |1, 0} y sean las dos operaciones + y « definidas como sigue 


+ 1 0 . 1 0 
1 1 1 0 
0 1 0 0 o 0 


Entonces В, о más precisamente, la terna (В; +. +) es un álgebra booliana 


Ejemplo 1-2: Sea ¿Y una familia de conjuntos cerrada respecto de las operaciones de 
complemento. Entonces (Y. U. (^y es un álgebra booliana. Nótese que el conjunto universal 
es aqui el elemento unidad y que el conjunto vacio 2 es el elemento cero 


unión, intersección y 


Ejemplo 1-3: Sea 4 el conjunto de las proposiciones generadas por las variables p. 4... Entonces (4. v. A) 
es un ülgebrá booliana. 
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Observación 16-2: Como conjuntos y proposiciones son ejemplos clásicos de álgebras boolianas. 
muchos textos denotan las operaciones de un álgebra booliana por v y ^ o 
рог \) y (^ 


DUALIDAD EN UN ALGEBRA BOOLIANA 


Por definición, el dual de un enunciado en un álgebra booliana (B, +. +) es el enunciado que re- 
sulta intercambiando + y * y los elementos neutros U y 0 en el enunciado original: por ejemplo. el 
dual de 


(U+a)*(b+0) = b 
(0жа) + (00) = 6 ^ 


es 


Notese que el dual de cada axioma de un álgebra booliana es también un axioma. Asi pues, es válido 
el principio de dualidad * 


Teorema (principio de dualidad): El dual de un teorema en un álgebra booliana es también ип 
teorema. 


O sea que, si un enunciado es una consecuencia de los axiomas de un álgebra booliana, entonces 
el dual es también una consecuencia de aquellos axiomas, porque el enunciado dual se puede demos- 
trar mediante el dual. en cada paso, de la demostración del enunciado primitivo 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 

Si bien los cinco axiomas В, -В; no abarcan todas las propiedades de los conjuntos y de las pro- 
posiciones enumeradas en las páginas 104 y 195, las otras propiedades son una consecuencia directa 
de los axiomas B,-Bs. a saber. 


Teorema 16-1-1 (ley de idempotencia): (й) с + а = а (0) ажа 

Teorema 16-1-2: (iy a+ U=U (il) a«0 = 0 

Teorema 16-1-3 (ley de involución): (4) = с 

Teorema 16-1-4: (i) LU =0 (ii) 0' — U 

Teorema 16-1-5 (ley de De Morgan): (i) (a + b) = a *b' (ii) (a b) — a b 


ORDEN EN UN ALGEBRA BOOLIANA 
Considerese el teorema siguiente: 
Teorema 16-2: Sea a. he В un álgebra Боойапа. Entonces las siguientes condiciones son equiva- 
lentes: 
(1) a*b' = 0, (2 a-b-b, (8) 4+b=U, (4) a«b-a 
Véase el Problema 9 para la demostración. 
En vista del teorema anterior, se introduce la definición que sigue: 
Definición 16-2: Sea а, he В un álgebra booliana. Se dice entonces que a es anterior a b. denotado 
ash 


si es válida una de las propiedades del Teorema 16-2 


jemplo 2-1: Considerando un álgebra booliana de conjuntos (ай. U. (^). 
entonces А es anterior а B significa que А C В. Es decir. 
cl Teorema 16-2 afirma que si 4 es un subconjunto de B, 


como se ilustra en el diagrama de Venn adjunto. entonces B 
se verifica que: 
(1) AnB'— 9 (3) A'UB-U 1 es un subconjunto de 8 


(2) AUB = В (4) АПВ = А 
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Ejemplo 2-2: Considérese un álgebra booliana de proposiciones (4. v. ^). Entonces p es anterior a q sig- 
nifica que p implica lógicamente а 4. es decir. que p => q- 


Teorema 16-3: La relación definida en un álgebra booliana por a < h es una relación de orden par- 
cial en B. es decir. 


(1) «a X a para todo ac B (Ley reflexiva) 
(2) a X b y b X a implican a = h (Ley antisimétrica) 
(3) «Ру Ье implican a c (Ley transitiva) 


Si no se dice otra cosa. se supone que un álgebra booliana está ordenada parcialmente por la an- 
terior definición. В 

La relación entre las propiedades del orden parcial en un álgebra booliana В y las operaciones de 
B se dan en el siguiente teorema. 


Teorema 16-4: Sea а, he В un álgebra booliana. Entonces 
(li) а + b= sup (a. Б) (i) ash = inf ja. h) 


Observación 16-3: Un conjunto parcialmente ordenado A tal que para cualesquiera elementos а, 
Һе А existen inf [a, b} y sup (a, b}, se llama retículo. Asi, pues, un álgebra boolia- 
na es un tipo especial de retículo. 


DISENOS DE CIRCUITOS CONMUTADORES 


Sean A, B sendos interruptores eléctricos y sean A y 4' interruptores tales que cuando el uno està 
abierto el otro está cerrado, y viceversa. Dos interruptores, A y В, por ejemplo. se pueden conectar рог 
un alambre en serie o en paralelo, como se muestra en seguida: 


—e—e- [= 


Conexión en serie, A ^ B Conexión en paralelo. 4 v В 


Sean AaB у AvB: 


la indicación de que A y B están en serie y de que A y B están en paralelo, respectivamente. 

Un circuito conmutador booliano es un dispositivo de alambres e interruptores que se puede 
construir mediante combinaciones en serie y en paralelo; por tanto, se le puede describir con las co- 
nectivas ^ y у. 


Ejemplo 3-1: 


Y 


а: A^ vA) (2: (A^ Bv [(4' v C) ^ B] 


El circuito (1) se puede describir por А ^ (B v 4') y el circuito (2) por (4 ^ 8) v [(4' v C) ^ В] 


Indiquese ahora por 1y0 


respectivamente, que un interruptor o circuito está cerrado o abierto. Las dos tablas siguientes des- 
criben el funcionamiento de un circuito en serie A ^ B y de uno en paralelo A v B. 
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AaB A 


La tabla siguiente muestra la relación entre un interruptor A y un interruptor A”. 


ala 
x 0 
0 1 


Nótese que las tres tablas anteriores son idénticas a las tablas de conjunción, disyunción y nega- 
ción de enunciados (y proposiciones). La única diferencia es que aqui se emplea 1 y 0 en lugar de V 
y F. Así, pues, 


Teorema 16-5: El álgebra de un circuito conmutador booliano es un álgebra booliana. 
Para averiguar el funcionamiento de un circuito conmutador booliano se construye una tabla se- 


mejante a las tablas de verdad para las proposiciones. 


Ejemplo 3-2: Sea el circuito (1) del Ejemplo 3-1. ¿Cómo funciona el circuito, es decir, cuándo está el circui- 
to cerrado (o sea. cuándo pasará la corriente) y cuándo está abierto” Se construye una tabla de 
«verdad» para A ^ (B v A`} азі: 


La corriente pasará, pues. solamente si están cerrados A y B. 


Ejemplo 3-3: El funcionamiento del circuito (2) del Ejemplo 3-1 se indica en la siguiente tabla de verdad para 
Uan BT v [У Ca B]: 


Do000.-.ho.o 


njoooo--.oo 


Paso 


Observación 16-4: Toda combinación de interruptores mediante las conectivas ^ y у, tal como 
(A ^ В) v [(4' v C) ^ В], se llamará también polinomio booliano. 
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Problemas resueltos 


Demostrar el Teorema 16-1-1 (ley de idempotencia): (i) a + a 


Solución: 

Gi) Proposición _ 
(asar U 
(D =ar(a+a) 
(3) = (ё *а) + (а * а) 
4) = (а*а) 0 
()' = ажа 


Mm 
1) 
ГЫ) 
19) 
[БЫ] 


(i) Verdadero por el principio de dualidad 


Demostrar el Teorema 16-1-2: (i) a + U = U. 


Solución: 

(i) Proposición 
@) U 
(2) a+ U 
(3) 
(4) 
(5) 


ata 

a + (a a) 
(a * a) +а 
ata 

U 


" 
(2) 
(А) 
(4) 
5) 


(H) Verdadero por el principio de dualidad 


Razón 


a- Identidad 

+. Complemento 
By. LEy distributiva 
В,. Complemento 
B,. Identidad 


mm 


)a*0 = 0. 


Razón 
В.. Complemento 
Sustitución 
B,. Ley asociativa 


(бажа 


Teorema 16-1-1, ley de idempotencia 


Bs. Complemento 


а. 


[CAP. 16 


Demostrar el Teorema 16-1-3 (ley de involución): (a') = a: esto es. si la)a + a' = U, (bja +a =0, 


(За + a” = U y (@ ara" = 0. es a = а". 
Solución: 
Proposición Razón 
(1) а= a+0 (l) B4. Identidad 
(2) = a+ (a' +a") (2) Hipótesis (d) 
(3) = (a+a')+ (a+ a") (3) By. Ley distributiva 
(4) U * (a + a”) (4) Hipótesis (a) 
(6) (а^ + a") * (a + a") (5) Hipótesis (с) 
(6) (a^ + a!) * (a + a) (6) B,. Ley conmutativa 
(7) a” + (a' * a) (7) By, Ley distributiva 
(8) a" + (a * a!) (8) B,. Ley conmutativa 
) -a'"40 (9) Hipótesis (b) 
10 =a (10) B,. Identidad 


Demostrar la unicidad de los elementos neutros, esto es, que 


(e) Si 0, y 0, son elementos neutros aditivos, entonces 0, = 0;. 
(b) Si 1, e I, son elementos neutros multiplicativos, entonces /, 


Solución: 

(a) Proposición 
(1) 0,2 0+0, 
(2) 0; +0, 
0 =0 


(b) Principio de dualidad 


rm 
2) 
B) 


Razón 


n 


Hipótesis (0, es un neutro aditivo) 
B,. Ley conmutativa 
Hipótesis (0, es un neutro aditivo) 
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5. Demostrar el Teorema 16-1-4: Los elementos neutros son complementos el uno del otro, esto es, 


ü) U'-0 y (ii) 0=U. 
Solución: 
(0) Proposición 
(1) Оо = U'*U 
(2) = UU 
39 =0 
(i) Principio de dualidad 


6. Demostrar el Teorema 16-1-5 (ley de De Morgan): 


Razón 


(1) B,. Identidad 
(2) B,. Ley conmutativa 
(3) Bs. Complemento 


(G) (a-- b) =a +b, estocs, (a-b)*(a^*b) —0 y (а+0) + (a »b)= U. 
(ii) (a * b)! =a’ +b, estoes, (asb)e(a+b)=0 y (а* Б) + (0 4b) = U. 
Solución: 
0 Proposición Razón 

(1) (6+5) * (a * b) = (a *b) + (a+b) (1) B,, Ley conmutativa 

(2) = ((a + b) * a) + (а + b) » b) (2) B,. Ley distributiva 

(3) = ((b' жа) жа) + ((a' * b’) + b) (3) B,. Ley conmutativa 

(4) = (b' *(а'*а)) + (a! * (b' * b)) (4) В,. Ley asociativa 

(5) = (b * (a + a')) + (а + (b+ b)) (5) B,. Ley conmutativa 

(6) = (b' + 0) + (a! + 0) (6) Bs. Complemento 

(7) = 0+0 (7) Теогета 16-1-2 

(8) = 0 (8) Теогета 16-1-1 

(9) (ab) + (а sb) = U (9) Pasos (1) 
(id) Principio de dualidad 

7. Demostrar (unicidad de complemento): Si a, y az son complementos de a, esto es, a + a, = U, 
а+ау = U,a*a, = ÜOya*a; = 0, entonces a, = a). 
Solución: 
Proposición Razón 

0) a=a+0 (1) Ba. Identidad 

(2) = а + (a * а) (2) Hipótesis 

(8) = (a, + a) * (aj + aj) (3) B,, Ley distributiva 

(4) = (ac a) * (aj + aj) (4) B,. Ley conmutativa 

(5) = Us (a, + a) (5) Hipótesis 

(6) = (4, + aj)» U (6) B,. Ley conmutativa 

(т) = apa, (7) B,. Identidad 

(8 aj = а + ai (8) Pasos (1) 

(9) aj +a; = aj aj (9) B,. Ley conmutativa 

(10) a; = (10) Sustitución 


8. Demostrar (ley absorción): (i) a + (a * b) = a, (ii) a * (a + b) = a. 


Solución: 


(i) 


(ii) 


Proposición 


(1) a+ (a+b) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


Principio de dualidad 


(a + U) + (a * b) 
a *(U b) 
а+(+ 0) 
a*U 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


Razón 
B4. Identidad 
В,. Ley distributiva 
B,. Ley conmutativa 
Teorema 16-1-2 
Ba, Identidad 
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ORDEN 
9. Demostrar el Teorema 16-2: Las condi 
(1) a*b'20, (2) a+b=b, (3) а + = О, (4) a+rb=a 


¡ones siguientes son equivalentes: 


Solución: 
(Solo la equivalencia de (1). (2) y (3) se demuestra aquí. Que (4) es equivalente a los otros enunciados, se 
deja como ejercicio para el lector.) La demostración se efectúa en tres etapas: 


() (0) implica (2). (ii) (2) implica (3), (ii) (3) implica (1) 


Demostración de (i). a * A = 0 implica a + b = b: 
(ab) = (a+b) *U = (a b)*(b-c b) = (b+a)+(b+b) = b+(a*b') = b+0 = b. 
Aqui # significa que la hipótesis se utiliza en la etapa de la demostración. Las otras ctapas utilizan los axio- 


mas o teoremas previos. 
Demostración de (и). a + В = b implica a + h = U. 


la+a)+b= U+b= U 


a+bla+ta+b)= (a t a) b 


Demostración de (ii) a" + b = U implica аж Б 
а + b= U implica (а + bY = U' implica a” + = U' implica ав Б = 0. 


10. Demostrar el Teorema 16-3: Para cualesquiera a, be B: 
(аа, (21а X hy b < a implican a = b, (3) a < b y b < c implican a < с. И 
Solución: 

b. Luego a + a = a implica a < a. 


bybhSassib+a=a. Luego a - b £a ah hb. 
Бур сі b + c = c. Por tanto, 


(1) Nótese que a X b ssi a + h 
Q) Nótese que a X b ssi a + b 
(3). Nótese que a X b ssi a + b 


a*tc-act(b*c)—-latb)*tc-btc-c 


Y en consecuencia, a < c. 


11. Demostrar: Si a, b e B es un álgebra booliana, entonces а + b es un mayorante del conjunto |a, b}. 


Solución: 
Nótese que a + (a + b) = (a + al + b= a + h. Por tanto. por definición. a < (a + b). Análogamente, 
h Z lu + b) Así que u + b es un mayorante de (a, b}. 


12. Demostrar el Teorema 16-4: Sea a. he B un álgebra booliana. Entonces 
(i)a + b = sup ja. bj. (ii) a+b = inf ja. hj 
Solución: 
(Aqhi solo se demuestra (i). Se deja la demostración de (ii) como ejercicio para el lector.) 
Según el problema precedente. а + ^ es un mayorante de 1a. ^!. Para demostrar que a + P es el extremo 


superior de 1и, A}. esto es. sup 1а, ^1. solo hay que demostrar que si c es también un mayorante de ja, bj, en- 
tonces u + h es anterior a с. Es decir. que 


aXcybXe implican ta + Ве 


жеме ве 


Notese que a cybXessi h+ c— c. Luego 


la bbic—atib-c)-accc-c. es decr. la + b) с 


13. Demostrar que el dual de a < b es b < a, es decir, que la relación dual en un álgebra booliana 
* B induce la relación inversa del orden parcial en B. 
Solución 
Nótese que à Z b ssi a' + b = U. El dual деа + b = U esa + h = 0: luego bea = 0. Pero В <a ssi 
he a = бРог consiguiente. el dual de a < b es A Z a 
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14. 


Demostrar: Los elementos neutros 0 y U son cotas universales. es decir, para todo ае B. 
Оа о. 


Solución 


Nótese que 0 + u = a + 0 = а; por tanto, 0 < а. También a < U ssi a + U= U que es verdadero por 
el Teorema 16-1-2. O' sea que, 0 X a X U. 


CIRCUITOS CONMUTADORES 


15. 


Determinar el polinomio booliano para cada uno de los circuitos que se dan 


Circuito (0) Circuito (2% Circuito (1 
Solución: 


(1) A^(BvA)AC (2) [A ^ (C v В) v (B a C) (3) ((Av BA C| v А7 л В 


Construir un circuito para cada uno de los siguientes polinomios boolianos: 


(1) (Aa В) v [A'a (B'v AvB), (2) (AV B)AC ue 


Circuito (1) Cireuito (2) 


(1) Obsérvese que el circuito en serie A ^ B està en paralelo con A' ^ (B' v А v B) que es А en serie con 
la combinación paralela B’ v A v B. 

(2) Nótese que el circuito paralelo A v B está en serie con C y en serie con el circuito paralelo 
AVEVC 


Construir un circuito equivalente más simple que el del dia- 
grama adyacente: 


(2) 
(в) 


Solución: 
Primero se escribe un polinomio booliano que represente el 
circuito: 
(A ^ B) v (A ^ В) v (A' ^ B) 


Luego se simplifica 
(A^B)v(AAB)v(A'AB) = [А л (Bv В) v (A' ^ B) 
[A ^ U] v (A ^ B) 

A v (A' АВ) 

(A v А) ^ (A v B') (a) 
U^(Av B) 

= AvB 


Asi, pues, la figura adyacente es un circuito equivalente, (8) 
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18. Verificar la solución del Problema 17 por «tablas de verdad». 


Problemas propuestos 


19. Demostrar el Teorema 16-1-1 (i): a + a = a (sin emplear el principio de dualidad). 


20. Demostrar el Teorema 16-1-2 (ii): a + 0 = 0 (sin emplear el principio de dualidad) 

21. Demostrar el Teorema 16-1-4 (ii): 0° = U (sin emplear el principio de dualidad) 

22. Demostrar el Teorema 16-1-5 (ii): (a + 5) = а' + b' (sin emplear el principio de dualidad) 

23. Demostrar la ley de absorción (ii): a + (a + b) = a (sin emplear el principio-de dualidad) 

24. Terminar la demostración del Teorema 16-2: a * Б = a si, y solo si, a * Б = 0. (Referirse al Problema 9.) 
25. Demostrar: a b si, y solo si, b' а 

26. Determinar el polinomio booliano para cada uno de los circuitos dados. 


(4) (4) (в) 
n2 A O 
(в) (4) (c) 


a Circuito (1) o pros 3) 
H 
bh 
eJ Lg 0—9 


27. Construir un circuito para cada polinomio booliano 
(1) АУ (В ло) (3) (A v B) ^ (C v D) (5) (A v B) ^ [A' v (C ^ B’) 
(2) А л (ВУС) (4) (A ^ B) v (CAD) (6) [(A ^ B) v C] ^ [D v (А' ^ B)] 


Respuestas a los problemas propuestos 


2€. (3) (A^B)vCv(A'^C), (4) [B^(A v O] v (4' ^ С) 
El 
© (2-9) 


т. 
Circuito (5) Circuito (6) 


Capítulo 17 


Razonamiento lógico 


ARGUMENTOS 


Un argumento es la afirmación de que un conjunto dado de enunciados < - + Sn» llamados pre- 
misas, implica (tiene como consecuencia) otro enunciado S llamado la conclusión. Se denotará un ar- 


gumento por S Ss SS 


Nótese que un argumento es un enunciado y, por tanto, tiene un valor de verdad. Si es verdadero se 
dice un argumento válido; si es falso se dice que es una falacia. 
Ejemplo 1-1: Sea cl siguiente argumento: 


Sı: Algunos animales pueden razonar 


Aqui el enunciado S bajo la linea es la conclusión y los enunciados $, y 5; sobre la linea, son 
las premisas. Si bien cada enunciado es verdadero, se puede demostrar que el argumento Sy, 
5, - S es una falacia. 


Ejemplo 1-2: Sea el siguiente argumento: 


Los niños son ilógicos. 
No se desdeha а quien puede domar un cocodrilo, 
Las gentes ilógicas son desdena: 


(Este razonamiento se ha adaptado de Symbolic Logic, de Lewis Carroll, el autor de Alice in 
Wonderland.) El argumento S,, S4, S, H S es válido. 


Observación 17-1: Obsérvese que el valor de verdad de un argumento 5,, .... S,t- 5 no depende 
del valor de verdad particular de cada enunciado del argumento. 


ARGUMENTOS Y DIAGRAMAS DE VENN 


Muchos enunciados verbales se pueden traducir en enunciados equivalentes sobre conjuntos, los 
cuales se pueden describir por diagramas de Venn. Por eso los diagramas de Venn se emplean a menu- 
do para determinar la validez de un razonamiento o argumento. 


Ejemplo 2-1: Sea el argumento del Ejemplo 1-2. Por 5,, el conjunto de niños es un subconjunto del conjun- 
to de las gentes ilógicas, es decir 


gentes берса 


Por Уу, el.conjunto de las gentes ilógicas está contenido-en el de las gentes desdeñadas, esto es, 


gentes desdehadas 


entes gas 
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Por S, el conjunto de las gentes desdeñadas y el conjunto de gentes que pueden domar un co- 
codrilo son disjuntos, es decir, 


Nótese que el conjunto de niños y el de gentes que pueden domar un cocodrilo son disjuntos. 
O sea que «Los niños no pueden domar cocodrilos» es una consecuencia de S}, S; y Sy. esto es. 


S.S, SH S 
es un argumento válido. 
ARGUMENTOS Y PROPOSICIONES 
Un enunciado de que un conjunto de proposiciones P,..... P, da lugar a otra proposición P, lo 
ue se denota por 
ч WP Pro Р, Р ` 
se dice un argumento sobre proposiciones, о simplemente un argumento. 
Definición 17-1: Un argumento sobre proposiciones P, ..., P, E Р se dice válido si P es verdadero 
siempre que P,. ..: , P, son verdaderos. o lo que es lo mismo. si 


PLA... a P >P 
esto es, 51 

(P,a... л Р, Р 
es una tautologia. 


Por el principio de sustitución, las variables en toda tautologi se pueden sustituir por proposi- 
ciones. Por consiguiente, 


Teorema 17-1: Si el argumento 
Pj 4s -qi«; d os es PL Sd: ‚РЭБ, 
es válido. entonces, para cualesquiera proposiciones P'. 0',.... el argumento 
PLU QU) PAP UE PU QA 


es también, válido. 


Ejemplo 3-1: El argumento p, р — q H q (Ley de desprendimiento) es válido. 
En otras palabras, si p y p — q son verdaderos, entonces q es ver- 
dadero. La demostración de esta regla se sigue directamente de 
la tabla de verdad adyacente de p — g. Nótese que p es verdadero 
en los casos (filas) 1 y 2, y que p — q es verdadero en los casos 1, 
3 y 4. Luego p y p — q son verdaderos simultáneamente solo en 
el caso 1, donde q es verdadero. En otras palabras, p y p > q im- 
plican q. es una proposición válida. 


Ejemplo 3-2: El argumento p — q, q — r HF p — r (Ley del silogismo) es válido. Pues se demostró antes que 
(рд) л (07) еро : 
Luego. por la Definición 17-1, el argumento es válido. 


La relación entre argumentos válidos sobre proposiciones y argumentos válidos en general es la 
siguiente: 
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Principio fundamental sobre la argumentación: Dados los argumentos sobre proposiciones 


Рур) Pp o EP 
si los enunciados ро. qo. ... se sustituyen a las variabies p, q, .... entonces 
el argumento 
Pi (ро, dos do Pa (Pos dos ++) E Р(ро, dos ++) 


es válido si, y solamente si, el argumento dado sobre proposiciones es válido. 


Ejemplo 3-3: Seu el argumento. 
S,: Si un hombre es soltero, es infeliz 
S3: Si un hombre es infeliz, muere joven 


S: Los solteros mueren jóvenes 
Sea p «El es soltero», sea q «El es infeliz» y sea л «El muere joven». Entonces S}, 5. H S 
se puede escribir 

рә дәт per 

que es un argumento válido sobre proposiciones (Ley del silogismo, Ejemplo 3-2). Еп conse- 
cuencia, el argumento dado es válido. 

ARGUMENTOS Y CUANTIFICADORES 

Sea p(x) una función lógica sobre un conjunto A. Si 
(VxeA) р(х) 


es verdadero, entonces, en particular, p(xy) es también verdadero para un cierto elemento xy £ 4. Aná- 
logamente, si р(х) es verdadero para un elemento dado хо 4, entonces el enunciado cuantificado 
ze A) p(z) 
es también verdadero. Es decir, 
Principio fundamental sobre argumentos y cuantificadores: Sea p(x) una función lógica sobre un con- 
junto 4. Entonces cada uno de los argumentos siguientes es válido: 
(VrzeA)p(z) xoc A. + pto) 
zoe A, р(х) + (32e A) р(х) 


Ejemplo 4-1: Sea el argumento clásico: 
S,: Todo hombre es mortal 
S,: Sócrates es hombre, 


Sócrates es mortal. 


Sea M el conjunto de los hombres, sea р(х) «x es mortal» y sea x, el elemento Sócrates, Enton- 
ces el argumento anterior se puede escribir en la forma 


Si (Vx e M) р(х) 
Suo zoe M 


Por tanto, por el principio fundamental. el argumento es válido. 


ENUNCIADOS CONDICIONALES Y VARIACIONES 

Sea la proposición condicional p — q y otras proposiciones condicionales simples que contengan 
p y q, esto es, q > p, =p > ~q Y ~q => =p, que se llaman, respectivamente, proposiciones recíproca, 
contraria y contrarreciproca. Las tablas de verdad de estas cuatro proposiciones son como sigue: 


Condicional 
p? 


Contraria 
~p > ~q 


Reciproca 
a?r 


Contrarreciproca 
icy 
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Obsérvese primero en esta tabla que un enunciado condicional y su recíproco o su contrario no 
son, lógicamente. equivalentes. El teorema siguiente, sin embargo, es una consecuencia de la tabla de 
verdad anterior 


Teorema 17-2: Un enunciado condicional p > q y su contrarreciproco ~q > =p son lógicamente 
equivalentes. 
Ejemplo 5-1: Sean los enunciados siguientes sobre un triángulo 4 


р 4: Si A es equilátero, А es isósceles 
q— p: Si A es isósceles. A es cquilátero. 


Nótese que p —* q es verdacero, pero q = p es falso. 


Ejemplo 5-2: Demostrar: (p — q). Si x? es impar, x es par. 
Demuéstrese que la contrarreciproca ~g — ~q, es decir, «Si x es par entonces v? es par» es 
verdadera. Sea x par: entonces х = 2n donde n £ N, los números naturales. Por tanto, x? = (20) 
(2n) = 221?) es también par. Como la contrarrecíproca ~q — ~p es verdadera, el enunciado 
condicional dado p — q es también verdadero. 


Observación 17-2: En general. la reciproca, contraria y contrarrecíproca de una proposición P(p, 
q. ...)—> Qip. q. ...) son respectivamente Q > P, -P— ~Q y =0 => =P. 
Además, por el Teorema 17-2 y por el principio de sustitución 


~ 00р. q....) > ~ Pip. q. 


— Qu. q. . 


Pip. q. . 


Problemas resueltos 
ARGUMENTOS Y DIAGRAMAS DE VENN 


1. Demuéstrese que los argumentos siguientes no son válidos construyendo un diagrama de Venn 
en el que las premisas sean válidas pero la conclusión no. 


(1) Algunos estudiantes son perezosos. (2) Todos los estudiantes son perezosos. 
Todos los varones son perezosos. Nadie que sea rico es estudiante. 
Algunos estudiantes son varones. Los perezosos no son ricos. 

Solución 


(1) Sea el siguiente diagrama de Venn: 


perezosos 


Nótese que ambas premisas son válidas, pero que la conclusión no lo es. 


Es posible construir un diagrama de Venn en que las premisas y la conclusión sean válidas, tal como 


Para ser válido un argumento, la conclusión debe ser siempre verdadera cuando lo sean las premisas. Como 
el primer diagrama da un caso en que la conclusion no es verdadera, aun siendo verdaderas las premisas el 
argumento no es válido. 

(2) Sea el diagrama de Venn siguiente: 


E С) 


Obsérvese que las premisas son válidas pero que la conclusión no lo es; así, pues, el argumento no es válido. 
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2. Para cada conjunto de premisas hallar una conclusión tal que el argumento sea válido y tal que 
cada premisa sea necesaria para la conclusión. 


(1) S,: Ningún estudiante es perezoso. (2) S,: Todos los abogados son ricos. 
S,: Juan es un artista, S5: Los poetas son caprichosos. 
S,: Todos los artistas son perezosos. S3: Marcos es abogado. 


Sa: Ningún caprichoso es rico. 


S 
Solución: 
(1) Por Уу, el conjunto de los artistas es un subconjunto del conjunto de los perezosos. Por 5,. el conjunto de 
los perezosos y el de los estudiantes son disjuntos. Entonces 


al conjunto de los artistas: luego la conclusión correcta, como lo indica el diagra- 


Por S;. Juan pertenece 
ma de Venn, es «Juan no es estudiante 

(2) Por 5,. el conjunto de los abogados es un subconjunto del conjunto de los ricos. Por S4. el conjunto de los 
ricos y el de los caprichosos son disjuntos. Así. pues. 


Por S; el conjunto de los poetas es un subconjunto del conjunto de los caprichosos. es decir, 


por el diagrama de Venn, es «Marcos no es poeta». 


Por Sy. Marcos es un abogado, luego la conclusión corre 
ARGUMENTOS Y PROPOSICIONES 


3. Determinar la validez de los argumentos siguientes: 


(1) p>90-p + ~q (2) реда р 
Solución: 

Construir las tablas de verdad 
р а) 4 
у V у 
у Е 
F v 
F F 

Paso 1 

a) 2) 


(1) Como [p >q) л =p] => ~q no es una tautologia, рф, ~p H ~q es una falacia 

(2) Nótese que p + q es verdadero en los casos (filas) 1 y 4, y que q es verdadero en los casos 1 y 3; luego 
P q y y son verdaderos simultáneamente solo en el caso 1 en que p es también verdadero. En consecuen- 
cia, p= q. q E p es un argumento válido. 


4. Demostrar que el siguiente argumento es válido: 
рә ~qr >q ri ~p 


Es decir, que si p —^ ~q, r > q у r son verdaderos, entonces ~p es verdadero. 
Solución: 
Método 1: Constrúyanse las tablas de verdad siguiente: 
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|p |a| | p>- | r>a] -» 
i| v JE F у F 
|у [те Е у F 
3| V|F|V у Е F 
[уу к у у Е 
5|Р|У/У v v Y 
6| F|V|F у у у 
«жүр | у F \ 
a|r|r]|r у У у 


Nótese que p — ~q. r— ~q y r son verdaderos simultáneamente solo en el caso (lila) 5 en que ~p es también 
verdadero; luego el argumento dado es válido. 


Método 2. Construyendo una tabla de verdad para la proposición 
[p ~are ar> =p 


se encuentra que es una tautologia; con lo que el argumento es válido. 


Método 3. Proposición Razón 

(1) po ~q es cierta (1) Dada 

(2) л.д es cierta. (2) Dada 

B) ~q ~> ~r es cierta. (3) Contrarreciproca de (2) 

(4) po» ~r es cierta (4) Ley del silogismo, empleando (1) y (2) 

(5) r- ~p es ci (5) Contrarreciproca de (4) 

(6) r es cierta (6) Dada 

(7) 2 ~p сз сепа, (7) Ley de desprendimiento, empleando (5) y (6) 


Averiguar la validez de los siguientes argumentos. 
(1) Si llueve, Enrique enfermará. (2) Si llueve, Enrique enfermará. 
No llovió Enriqué no enfermó. 


No llovi 


Solución: 

(1) Sea p «Llueve» y seu q «Enrique está enfermo». Entonces cl argumento dado se puede escribir p > q. 
=p E ~q lo cual, según el Problema 3, es una falacia. Asi que el argumento dado es una falacia 

(2) Sea p «Llueve» y sea q «Enrique está enfermo». Entonces el argumento dado se puede escribir p + y. q + ~p. 
lo que, mediante una tabla de verdad, se puede demostrar que es válido. El argumento dado es. pues, válido. 


RECIPROCA Y VARIACIONES 


6. 


Hallar y simplificar: (1) Contrarreciproca de la contrarrecíproca de p > q. (2) Contrarreciproca 

de la reciproca de p — q. (3) Contrarreciproca de la contraria de pq. 

Solución: 

(1) La contrarreciproca de p > q es ~q > ~ p. La contrarreciproca de ~q > «pes ~ хр е 4 еро. 
que es la proposición condicional original. 

(2) La reciproca de р — q es q — p. La contrarreciproca de у — p es =p + ~q. que es la contraria de p + q 

(3) La contraria de p > q es ~q — =p. La contrarreciproca de =p > ~q es ~~q э ~ =p = q ~> p que es 
la reciproca de p > 4. 


Averiguar la contrarreciproca de cada proposición. 

(1) Si Juan es poeta, entonces es pobre. 

(2) Solo si Marcos estudia, pasará el examen. 

(3) Es preciso que nieve para que Enrique esquie. 

(4) Si x es menor que cero, entonces x no es positivo. 

Solución: 

(1) Nótese que la contrarreciproca de p — q es ~q — =p. Por tanto. la contrarreciproca de la proposición dada 
es «Si Juan no es pobre, entonces no es pocta». 
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10. 


и. 
12. 


2 


(2). La proposición dada es equivalente a «Si Marcos pasa el examen. entonces ha estudiado». Por tanto, la con- 
trarreciproca de la proposición dada es «Si Marcos no estudia, entonces no pasará el examen». 

(3) La proposición dada es equivalente a la proposición «Si Enrique esquia. entonces ha nevado». Luego la 
contrarrecíproca es «Si no ha nevado, entonces Enrique no esquiará» 

(4) Nótese que la contrarreciproca de р — ~q es ~~g — ~p = 9 — ~p. Luego la contrarreciproca de la 
proposición dada es «Si x es positivo, entonces x no es menor que cero» 


Problemas propuestos 


Determinar la validez de los argumentos siguientes: 


ü)p2qr7-4Q кезер W p*?-4 777-4 poor 
Encontrar una conclusión adecuada a las premisas dadas, de modo que el argumento sea. válido 
Word  (Q)p--Qtr*q (pa opor (0) реф тр. 


Determinar la validez de cada uno de los siguientes argumentos para cada conclusión propuesta 


11) Ningún profesor cs rico. (2) Todos los poetas son gente interesante. 
Algunos poetas son ricos. Aura es una persona interesante. 
(a) Algunos poetas son profesores. (a) Aura es poeta. 
(^) Algunos poctas no son profesores. (b) Aura no es poeta. 


13) Todos los poetas son pobres. 
Para ser maestro. hay, que ser graduado. 
Algunos matemáticos son poetas. 
Ningún graduado es pobre. 
ta) Algunos matemáticos no son 
(Б) Algunos maestros no son matemáticos. 
tc) Los maestros no son pobres. 
(d) Algunos matemáticos no son pobres 
(e) Los poetas no son maestros. 
(Uf? Si Marcos es graduado, entonces no es poeta. 

(4) Todos los matemáticos son personas interesantes. 
Algunos maestros venden seguros. 
Algunos filósofos son matemáticos. 
Solo la gente que no es interesante se pone a vender seguros. 
ta) Algunos filósofos no son vendedores de seguros 
(^| Los vendedores de seguros no son matemático: 
(с) Algunas personas interesantes no son macsiros. 
(d) Algunos maestros no son filósofos. 
(e| Algunos maestros no son personas interesantes. 


Hallar: (1) Contrarreciproca de p— ~y. 43) Contrarreciproca de la reciproca de p » ~y. 
(2) Contrarreviproca de =p — q. 14) Recíproca de la contrarreciproca de p — ~ q. 


Hallar la contrarreciproca de cada una de las siguientes proposiciones: 
(1) Si él tiene valor. ganará. 

(2) Es preciso ser fuerte para ser marinero. 

(3) Solo sı no se cansa ganará. 

(4) Es suficiente que sea un cuadrado para ser un rectángulo. 


Respuestas a los problemas propuestos 


(1) válido (2) falacia 9. (1) =p 0) p==r D дэг Do 


11) ta) falacia, (6) válido 0) (а) ic) válido. (d) falacia. te) válido. 1/) válido 
Q) (a) falacia. (6) falacia (4) (a) válido, (^) válido. (c) falacia, (d) falacia. (e) válido 


(dj g= ~p Ql>-4>p GI -pq Mp4 


11) Si él no gana. entonces по tiene valor. 

(21 Si él no es fuerte. entonces no es marinero. 
(3). Si él se cansa, entonces no ganará. 

141 Si no es un rectángulo, no es un cuadrado, 
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